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1 Motivation zur Transformationscodierung

Die Funktion vieler Dinge, die nicht notwendigerweise technischer Natur sein
miissen, erschliefit sich oftmals erst nach der Klarung der Frage nach dem , Warum?*
bzw. nach der Zielsetzung bestimmter Verfahren. Gerade das Beispiel der Karl-
hunen-Loeve-Transformation' zeigt, dafl sich die Losung vieler Probleme aus
der Erkenntnis des eigentlichen Kernproblems ergibt, wenn man daraus eine
moglichst préazise formulierte Zielvorgabe zur Losung desselben entwickelt. Um
die Transformationscodierung zu verstehen, ist es ratsam, die Eingangsdaten, de-
ren Figenschaften ja durch die Transformation in gewiinschter Weise geandert
werden sollen, zu betrachten. Um die Betrachtungen nicht unnétig zu verkompli-
zieren, soll unter diesen eine eindimensionale zeit- und amplitudendiskrete Wert-
folge &, verstanden werden, unter einem Datensatz oder Datenvektor X die Zu-
sammenfassung von N aufeinanderfolgenden Abtastwerten (s. Abbildung 1). Das
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Abbildung 1: Blockschaltbild eines Transformationscodierers

Eingangssignal z(t) 1Bt sich fir die in der Praxis vorkommenden Quellen in
den seltensten Fallen mit den Methoden der klassischen Nachrichtentheorie be-
schreiben, da diese nur deterministische Signale behandelt. Fiir diese ist aber
eine Informationsiibertragung redundant, da der Empféanger dieses Signal selbst
und unabhéngig von der Quelle herleiten kann. Allerdings sind praxisrelevante
Eingangssignale auch nicht vollig frei von derartiger Redundanz, worauf die hier
nicht ndher beschriebene Pradiktionscodierung (siehe [1],[3],[4]) aufbaut. Zur Be-
schreibung des Eingangssignals, welches aus praktischen Griinden ab hier durch
die Folge %, reprasentiert werden soll, ist diese als Realisierung eines zeit- und
wertdiskreten Zufallsprozesses zu sehen. Anlehnend an Abbildung 1 148t sich das
folgendermaflen verstehen: zu jedem Abtastzeitpunkt &T liefert der Quantisierer
einen Index aus der Menge aller moglichen Quantisiererstufen Q, ||| = M, der
dem anliegenden Abtastwert z(kT') entspricht. Dies 148t sich als Realisierung ei-
ner Zufallsvariablen ansehen, die zeitliche Abfolge als Zufallsprozefl. Dabei ist die
Menge der Quantisiererstufen gleich der Ergebnismenge  des Zufallsprozesses.

lim Folgenden mit KLT abgekiirzt



1.1 Redundanz und Irrelevanz

Ein entscheidendes Kriterium fiir die weitere Verwendung der Quellendaten ist ihr
Speicherplatzbedarf — weisen doch Ubertragungs— oder Speichermedien bekann-
termafBen nur eine begrenzte Kapazitiat auf. Wiirde man die nichttransformierten
Datensitze X iibertragen bzw. speichern wollen, so wiirde man

m =N -log, M (1)

Bits je Datensatz bendtigen. Bei 256 Abtastintervallen und 8 Abtastwerten je
Datensatz wiirde man somit auf 64 Bit je Datensatz kommen. Nun ist es aber
auch leicht einzusehen, dafl diese Speichermenge nicht in jedem Fall notwendig ist,
um die Information des Signals zu iibertragen; man stelle sich z.B. ein einwertiges
PCM-Signal als Eingangssignal vor: hier wiirde ein Bit je Abtastwert vollkommen
ausreichen. Mit der durch C. Shannon in [7] definierten Entropie 148t sich die fir
die Ubertragung der Information minimal nétigen Bitmenge angeben:

H(in) ==Y P(i,=n)-log, P(&, =1n) (2)

neQ

Fir das o.g. PCM-Signal wiirde die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion z.B. 0.5 -
(0(x — X(ULow)) 4+ 6(x — X(Umign))) (wertdiskret zu sehen) lauten; fir die Entro-
pie wiirde sich hier —(0.5 - log,(0.5) + 0.5 - log,(0.5)) = —(—1) ergeben. Somit
kann die Redundanz als Differenz zwischen dem Speicherplatzbedarf eines Signals
gemaf Gleichung 1 und seiner Entropie definiert werden. Redundanz findet man
in den Realisierungen von Prozessen, wenn die Zufallsvariablen zumindest zum
Teil die gleichen Informationen beschreiben. Dies ist der Fall, wenn diese korre-
liert sind; je starker die Korrelation, um so groBer ist der Anteil an redundanten
Informationen. Somit ist eine Redundanzreduktion durch eine Dekorrelation der
Eingangsdaten zu erreichen.

Neben der Verringerung der Redundanz ist auch die Reduktion der Irrelevanz
eine Moglichkeit, die zu iibertragene Datenmenge zu reduzieren. Der Begriff der
Irrelevanz leitet sich aus der Erkenntnis ab, dal zur Reproduktion eines Prozesses
mit perfekter oder vorher festgelegter Qualitiat keine beliebig genaue Abspeiche-
rung der Charakteristika notwendig ist. So besagt z.B. das Abtasttheorem [2],
dafl zur perfekten Rekonstruktion eines Signals die Abtastfrequenz das Doppel-
te der Signalbandbreite nicht unterschreiten darf. Andere Arten von Irrelevanz
ergeben sich aus den Anforderungen der Senke; so beruht der grofie Erfolg der
Audiodatenkomprimierung? zum grofien Teil auf dem Wissen {iber das, was die
Senke (in diesem Fall das menschliche Gehor) nicht wahrnimmt - und diese Infor-
mationen miissen dann auch nicht iibertragen werden. Auch fiir die Entfernung
von Irrelevanzen ist eine Dekorrelation der Eingangsdaten niitzlich; wie sich mit
den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zeigen 148t, gilt fiir Prozesse mit

2Audio-Layer 3 des MPEG-2 Standards



dekorrelierten Zufallsvariablen, da§ die Entropie des Prozesses sich aus der Sum-
me der Entropien der Zufallsvariablen ergibt - damit kann die Quantisierung fiir
jede Zufallsvariable (oder fiir jede Komponente des Datensatzes, siche Abbildung
1) getrennt durchgefiithrt werden, ohne dafl Abhangigkeiten beriicksichtigt werden

mussern.

2 Beurteilung diskreter Transformationen

TImn letzten Abschnitt wurden einige allgemeine Uberlegungen angestellt, aus de-
nen die Anforderungen an eine Transformation abgeleitet worden sind. Fiir diese
Anforderungen sollen nun konkrete Bewertungsmafle eingefithrt werden, welche
eine objektive Bewertung des Erfolges einer Transformationscodierung ermogli-
chen. Die entsprechenden Gleichungen sind aus [5] entnommen, so dal dort
bei Unklarheiten nachgelesen werden kann. Wie aus dem vorhergehenden Ab-
schnitt bekannt, sind zwei Eigenschaften der Transformation besonders wichtig:
zum einen die Dekorrelation der Eingangsvektoren, was gleichbedeutend mit ei-
ner Redundanzreduktion ist, und die Energiepackungseffiziens. Diese gibt (fir
mittelwertfreie Signale) den Anteil der Signalenergien in den ersten M Transfor-
mationskoeffizienten an - je grofer dieser ist, um so grofer ist auch die Anzahl der
Koeflizienten N — M, welche als irrelevant weggelassen werden kénnen. Definiert
man die Kovarianzmatrizen® U = Cov()?) und V = CO’U(?) gemap

up = up = El(g — Tp) (2 — T)] (3)

vk = vk = E[(yx — ) (vt — 51)), (4)

wobel zp eine Komponente der Eingangsvektors X (s. Abbildung 1) ist und y
eine Komponente des Transformationskoeffizientenvektors Y ist. Die Dekorrela-
tionseffiziens n. berechnet sich gemafl Gleichung 5 zu

k% | ok
ne=1— 5
/ > Jus] (5)
)

Zur Erklarung sei hier nur gesagt, dafl die Kovarianzmatrix eines vollig dekor-
relierten Eingangsvektors eine Diagonalmatrix ist - entscheidend ist also das
Verhiltnis der Summen der Absolutwerte aller Elemente aulerhalb der Hauptdia-
gonalen vor -und nach der Transformation. Die Elemente der Hauptdiagonalen
sind die Varianzen o} der jeweiligen Koeffizienten, da fiir & = [

El(zy — zx) (21 — 31)] = El(ze — 74)*] = 0} (6)

3dieser Begriff wird im nichsten Abnschnitt oder in [1] ndher erklirt




gilt. Mit £ = 0?4 p* ist die Varianz fiir mittelwertfreie Signale gleich der Energie
der Signale. Somit ergibt sich die Energiepackungsdichte ng zu

M-=1
nE = 721::_0 Ok (7)

N
Zk:ol ULk

, wenn von den N moglichen Koeffizienten nur die M ersten verwendet werden.

3 Die Karlhunen-Loeve-Transformation

3.1 Anforderungen an eine optimale Transformation

Die eigentliche Transformation des Datenvektors X in einen Datenvektor ¥ und
zuriick® kann durch die folgenden Gleichungen beschrieben werden:

= A-X (8)
= ATV (9)

> =<4

An die Transformationsmatrix A sind folgende Anforderungen zu stellen:

1. Durch die Transformation soll sich nichts am Informationsgehalt oder an
der enthaltenen Information andern — die Entropie muf} erhalten bleiben.

2. Die Transformation muf} reversibel sein, um aus den iibertragenen Informa-
tion das Quellensignal zuriickzugewinnen — A~' muB existieren.

3. Die Transformationskoeffizienten sollen eine hohe Energiepackungsdichte
aufweisen, um eine Irrelevanzreduktion zu erleichtern.

4. Die Transformationskoeffizienten Y, sollen dekorreliert sein - die Griinde
dafiir wurden im vorherigen Abschnitt genannt.

Im Folgenden soll aus der letzten Forderung die Transformationsgleichung der
KLT abgeleitet werden; anhand des Ergebnisses soll dann die Erfiillung der ersten
beiden Punkte bewiesen werden.

3.2 Herleitung der Transformationsgleichung
Die Forderung nach vélliger Dekorrelation der Transformationskoeffizienten Y; ist

dann erfiillt, wenn deren Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix ist:

COT)(YLY}) = 02-0]-52-]- (Sij = { (]) j i; (10)

4auch die Riicktransformation muf fiir eine praxisrelevante Transformation existieren!



Y; und Y; kénnen als Zusténde der entsprechenden ,,Facher® des Schieberegisters
hinter dem Transformator in Abbildung 1 verstanden werden - mit jedem neu
eingelaufenen Datensatz @ndern sie ihre Belegung. Somit kann Y; auch als Werte-
folge betrachtet werden, der auch eine Standardabweichung o; zugeordnet werden
kann. Aus der Definition der Kovarianzmatrix folgt

Coo(Y;,Y;) = E((Y;=Y)(Y;-Y)) (11)
= E(YY; - YiY; - Y,Y; + YiY)) (12)
(YY) - BT, -V R(Y)+ETT)  (13)

~ ~ —

Y; 3 IYJ
= EB(Y}Y)) - Y] (14)
MitY =A-XistV=<ad; - X > > (aufgeschliisselte Multiplikation eines Vektors
N

mit einer Matrix!) bzw Y; = 3 a;x - x. Setzt man diesen Ausdruck fir Y; in

k=1
Gleichung 14 ein, so erhélt man

2
2

N
Coo(Y,Y;) = E(Y aw-ay- Zaﬂ £) = Y Gim T Y g - T
— n=1

k=1 m=1

N N
= ZZ ik * Tk + aj1 - T1)

N
Z i * Ty~ Ajp * Ty (16)

1n=1

Mz

3
Il

Da E ein linearer Operator ist, gilt auch

Cov Z Zarzka]l J?k ) LCZ) — 7y - (17>

k=1 (=1

Vergleicht man das Umfeld der Erwartungsfunktion mit dem in Gleichung 14
stehenden Ausdruck fir die Kovarianz, ist auch der folgende Schritt leicht zu

verstehen:

N N

Cov(Y,,Y;) = ZZaikaﬂCOU(.rk,x;) (18)
k=1 1=1
N /N

Cou(Y,Y;) = Z(Z%lcov(fckal‘l)) ik (19)
k=1 \(=1

Coo(Y,Y;) = o108 (20)
N /N

0'1'0"7'(52"7' = E ZCL]'ZC()'U({L']C,.’]J[)> (4793 (21)
k=1 \i=1

0i0;6;; = (Cov(wg,x)d;)d; (22)

Wie sich noch zeigen wird, sind a@; und @; normiert, so daBl eine Multiplikation
beider Seiten mit @; wegen < @; - @; >= 1 zu folgender Gleichung fiihrt:

aiajc&j&} = COU($k,$1)5j (23)
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Das im linken Term vorkommende Kroenecker-Symbol (s. Gleichung 10) reduziert
die Betrachtung auf den Fall 1+ = 3.

old; = Cov(xg, x1)d; (24)
Diese Gleichung stellt ein typisches Eigenwertproblem der Form
A-GF=X-7 (25)

dar. In unserem Beispiel sind die Vektoren @; die Eigenvektoren und die Va-
rianzen o? die zugehorigen Eigenwerte. Somit ergeben sich die Zeilenvektoren
a; der Karlhunen-Loeve-Transformationsmatrix aus der Matrix der Kovarianzen
der Eingangswerte. Da diese eine reellwertige, symmetrische (N x N)-Matrix ist,
besitzt sie auch N reelle Eigenwerte und N reelle, orthonormale Eigenvektoren
(womit auch die beim Ubergang zur Gleichung 23 aufgestellte Bedingung nach
der Normierung der Zeilenvektoren d; erfiillt ist).

3.2.1 alternative Herleitung

Wihrend die erste Herleitung auf der fiir die Redundanzreduktion wichtigen For-
derung nach Dekorrelation aufbaut, soll hier eine auf die fiir die Irrelevanzreduk-
tion wichtige Forderung, dafl der Rekonstruktionsfehler bei der Verwendung von
M < N Koeffizienten minimiert wird, aufbauende Herleitung gezeigt werden.
Vorausgesetzt sei hier eine reellwertige, orthonormale Transformation A. Bei der
Rekonstruktion des Signals sollen die nicht verwendeten N — M Transformations-
koeffizienten durch Konstanten k; ersetzt werden, so daf sich als Ergebnisvektor
fiir die Ricktransformation

M-1 -1
=0 =M

ergibt. Der entstehende Fehler Z, berechnet sich zu

f, = £—3 (27)
N-1 M—-1 N-1
= Z Yi - i — ( Yi - d; + Z ki 52) (28>
=0 =0 =M
N-1

Die mittlere Energie des Fehlers ist
e = B[l&]] (30)
Da die Basisvektoren a; orthonormal sind, gilt

1 : k=1

<ﬁ3@>:{0 — (31)

8



, womit sich die Fehlerenergie e zu

N-1

e = B3 (5~ k) (32)
=M
ergibt. Die Wahl der Konstanten k; war optimal, wenn die Fehlerenergie ihr Mi-
nimum erreicht. Zur Berechnung dieser Konstanten muf} die Ableitung der Feh-
lerenergie in Abhéngigkeit von der jeweiligen Konstante = 0 gesetzt werden.

De
o =0 (33)
0 = Bl k) (34

0 = E[-2(yi — ki)] = =2 (E(y:) — ki) (35)
— k; = Ely]=Ela 7 (36)
—k = a - E[7 (37)

Da E[Z] fir mittelwert{reie Signale = 0 ist, brauchen dann die durch Konstanten
ersetzten Transformationskoeffizienten iberhaupt nicht mehr betrachtet zu wer-
den. Es ist also ratsam, vor der Transformation den Gleichanteil zu extrahieren
und getrennt zu iibertragen. Verbindet man nun Gleichung 37 mit y; =< a! -7 >,
so ist bel Verwendung der optimalen Konstanten

yi—k = @ (7— E[@) (38)
mit e = E[._ (yi — ki)?] (39)
—e = z_j a’ - B|(7 — E[#)(z - E[#)7] - d, (40)
e = S aTConl(d) - (41)

Zur Bestimmung der optimalen Transformation muf der mittlere Rekonstruk-
tionsfehler minimiert werden, wobei die Orthonormalitidt erhalten bleiben muf.
Dies kann mit der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode erreicht werden: an-
stelle von e wird eine von e abgeleitete Gréfie

N-1
¢ = e— Y N(@la—1) (42)
=M
N-1
=M

minimiert. (Bei Orthonormalitit wird @’@; — 1 = 0 und damit é = ¢). Die op-
timalen Basisvektoren findet man, indem fiir jeden Index ¢ der Gradient von é

9



beztiglich d@; bestimmt und nullgesetzt wird, was zu dem bekannten Eigenwert-
problem fiihrt

3.3 Eigenschaften der Transformationsmatrix

Die geforderte Dekorrelation der Eingangsvektoren ergibt sich schon aus der Her-
leitung (s. Gleichung 10). Als weitere Bedingung wurde die Existenz der inversen
Transformationsmatrix gefordert. Da A, wie im vorletzten Abschnitt gezeigt wur-
de, eine orthogonale Matrix mit normierten Zeilenvektoren ist, gilt die Relation

ATt = AT (46)

Diese die Bestimmung der inversen Transformationsmatrix sehr vereinfachende
Relation 148t sich leicht beweisen:

ATV A = E (47)
AT-A = F = <525] >:(Sij (48)

Da der letzte Ausdruck gleichsam eine Definition fiir die Orthonormalitiat zweier
Vektoren @; und d@; ist, wird er auch von den Zeilenvektoren der Transformati-
onsmatrix fiir die KLT erfiillt. Die letzte zu beweisende Forderung bezieht sich
auf die Informationserhaltung; zum Beweis dieser Eigenschaft konnen zwei Ei-
genschaften verwendet werden:

1. Wie schon gezeigt wurde, gehort die KLT zu den reversiblen Transforma-
tionen (inverse Transformation existiert) - diese missen aber informations-
erhaltend sein.

2. Die KLT ist eine eindeutige (bijektive) Abbildung - somit gilt P();;) =

P(A-X)
Aus der letzten Aussage folgt fiir die Entropie
HY) = H(A- )Z') —~3S"P(A-X)log, P(A- X) (49)
= - P(X)log, P(X) = H(X) (50)

3.4 Aufwandschitzung fiir die KLT

Exemplarisch soll nun der Aufwand fiir die Transformation eines eindimensio-
nalen Signals geschétzt werden, wobei die Transformation gemafi Abbildung 1
ablaufen soll. Als Quelle soll ein Audiosignal dienen, welches mit einer Abtastfre-
quenz von fr = 8kHz abgetastet und mit einer Genauigkeit von 8 Bit/Sample

10



quantisiert wurde. Bei einer Aufzeichnungsdauer von einer Minute ergibt sich
fiir das ,Rohdatenmaterial“ ein Speicherplatzbedarf von 60s - 8 kByte/s = 480
kByte®. Da die Transformationsmatrix der KLT aus der Kovarianzmatrix berech-
net wird, miissen diese Daten zur Analyse gespeichert werden - eine Streaming
- oder Echtzeittransformation ist nicht méglich. Im weiteren Verlauf sollen die
Daten segmentweise mit N=8 Werten/Segment transformiert werden - insgesamt
miissen somit S=6 - 10* Segmente verarbeitet werden. Zunichst muB die Kova-
rianzmatrix der Segmente, Cov(X;, X;), berechnet werden. Die Gleichung zur
Berechnung der Elemente der Kovarianzmatrix lautet (s. Gleichung 14)

Con(Xi, X;) = B(X:-X;)— E(X:)- B(X;) (51)

1 S 1 S S
= g 2lz-zil = =5 3z Y, Tim (52)
k=1 =1 m=1

Die Indexkonvention ist in Abbildung 2 erldutert:

Segmentnummer
X, o
8
c
Al |2
3
Xl

Abbildung 2: Bedeutung der Indizies in xy,

S
Es empfiehlt sich, zuerst die Mittelwerte E(X;) = % > x;1 zu berechnen und
E=1

abzuspeichern, da sie auch noch fiir die Varianzberechnuh_g bendtigt werden. Fiir
die N Mittelwerte werden jeweils S Additionen und eine Division benétigt, sowie
Speicherplatz fiir N zusitzliche FlieBkommawerte. Fiir jeden der N? Elemente

der Kovarianzmatrix muf} % - 3 [k - Tji] ermittelt werden; dazu werden jeweils

(S+1) Multiplikationen/Divisgonen und S Additionen/Subtraktionen benotigt.
5 s s
fiir den kompletten Term ]g Y [win ] — % “ > i+ Y. Xjm, werden dann noch

k=1 =1 m=1
jeweils eine Subtraktion und eine Multiplikation bendétigt.
Die eigentliche Transformationsmatrix ergibt sich aus der Kovarianzmatrix,

ab hier kurz C, durch Losung des Eigenwertproblems
(C—=X-E)ii=0 (53)

Laut der vorliegenden Literatur [6] ist zuerst die Bestimmung der Eigenwerte
A; notwendig, bevor die Eigenvektoren d@; berechnet werden kénnen. Da es sich

Shier entspricht 1 kByte 103 Bytes!
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bei Gleichung 53 um ein homogenes Gleichungssystem N-ter Ordnung handelt,
existiert eine nichttriviale Losung fir

det|C = A\i-E| =0 (54)

Bei der Auflosung der Eigenwertgleichung 54 entsteht ein Polynom N-ten Grades,
dessen Auflésung zu den N Eigenwerten fihrt. Es ist leicht einzusehen, dafl die nu-
merische Lésung fiir groBe N recht schwierig wird. Mit diesen Eigenwerten kénnen
durch Einsetzung derselben in 53 die N Eigenvektoren bestimmt werden, welche
ja die gesuchten Zeilenvektoren der Transformationsmatrix sind. Zu beachten ist
dabei allerdings, dafl z.B. der GauBische Losungsalgorithmus fiir das homogene
Gleichungssystem nur die Triviallssung @; = 0,1 € [0..N — 1] liefert (nachdem
die Koeffizientenmatrix in die Dreiecksform umgewandelt wurde, lautet die un-
terste Zeile a - a, = 0 = a,, = 0 - fiir die ndchste Zeile folgt # - a,—1 +v-a, =0,
mit a, = 0 = a,—; = 0 usw.). Um diesen Rechenaufwand und die Notwendigkeit
der Datenanalyse® iiberhaupt zu umgehen, kénnte man eine fiir die zu erwarten-
den Datenstrome angepaBte Transformationsmatrix verwenden - dann wére die
Transformation allerdings nicht mehr optimal. Bis zum heutigen Tage wurde noch
keine Optimierung der KLT &hnlich der FFT gefunden, allerdings existiert eine
approximierte KLLT, welche das FErgebnis der Doktorarbeit von Rainer Nawrath
(1967) ist. Allerdings handelt es sich dabei nicht um einen neuen Algorithmus,
sondern um eine Verwirklichung in reiner Festkommaarithmetik - was fiir die da-
maligen Prozessoren, welche iiber keine oder nur sehr langsame FPU’s” verfiigten,
ein Vorteil darstellte.

4 Die diskrete Kosinustransformation

Will man die fiir die KLT nétige Datenanalyse umgehen, so ergeben sich ne-
ben neben der angesprochenen Méglichkeit der Verwendung einer , geschatzten®
Transformationsmatrix auch noch weitere Moglichkeiten, die auf anderen Trans-
formationen aufbauen. Eine der in der Realitat (JPEG, MPEG, ...) oft genutz-
ten Transformation ist die DCT, welche einen Sonderfall der (diskreten) Fou-
riertransformation darstellt. Die Ableitung von dieser und die sich ergebenden
Einschrankungen sollen Gegenstand dieses Abschnittes sein.

4.1 Ableitung der DCT von der Fouriertransformation

Fiir den folgenden Abschnitt sei das Wissen iiber Fouriertransfomation und ihrer
Rechenregeln in den Grundziigen vorausgesetzt - andernfalls empfiehlt es sich,

67.B. fiir Streaminganwendungen
“Floating Point Units

12



das entsprechende Kapitel in [2] vorher durchzuarbeiten.
Ausgehend von den Transformationsgleichungen

F(jw) = \/% /_Z f(t) - e™¥dt, wenn /OO | f(t)|dt existiert. (55)

1) = 2= [ Pl e (56)

laBt sich die Berechnung in Abhangigkeit von bestimmten Eigenschaften des zu
transformierenden Signals vereinfachen. Kann man davon ausgehen, daf als Ein-
gangssignale nur gerade Funktionen vorkommen (f(¢) = f(—t) ), so vereinfacht
sich die Transformationsgleichung 55 zu

Var F(jw) = [ e [T e (57)

= [ st [T e (58)

mit e/ = cos(wt) + j - sin(wt) ist V27 - F(jw)
— [ (0) - leos(eot) 4 5 - sin{et) + cos(—ot) £ - sin(—wt)]  (59)
= 2+ [ 5 cosfutydt (60)

Da in der Praxis nur kausale (f(¢) = 0 fiir ¢ < 0) und zeitlich begrenzte Signale
relevant sind, kénnen diese immer zu einer geraden Funktion dadurch erginzt
werden, indem man die (jetzt vorausgreifend als wertdiskret angesehene) Ein-
gangsfolge mit ihrer am Ursprung gespiegelten Version iiberlagert. Allerdings
erhilt man dadurch eine Folge [z_(,_1), .., 2—1, x0] + [0, 21, ..., Zp_1], in welcher
xo doppelt vorkommt - dies mufl durch einen entsprechenden Korrekturfaktor
a(n) beriicksichtigt werden . Hervorzuheben ist, daB es sich bei dieser Transfor-
mationsgleichung (60) nur um eine fiir einen bestimmten Sonderfall umgestellte
Fouriertransformationsgleichung handelt - die fiir diese bekannten Rechengesetze
gelten weiterhin.

4.2 die diskrete Form

Fir die Umsetzung auf Digitalrechnern ist zu beachten, dal diese Signale nur
in zeit/frequenz- bzw. amplitudendiskreter Form verarbeiten konnen. Auf die
Folgen der Quantisierung soll hier allerdings nicht eingegangen werden, um den
Rahmen des Vortrages nicht zu sprengen. Im Folgenden soll nun der Ubergang von
dem zeit- und frequenzkontinuierlichen Fall zum diskreten Fall, zur eigentlichen
DCT beschrieben werden. Ein zeitdiskretes Eingangssignal z(£T') 1aBt sich aus
dem kontinuierlichen Signal z(¢) durch Abtastung, hier durch Multiplikation mit
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einem Deltakamm 67 (1) gewinnen (s. Abbildung 1). Setzt man diesen Ausdruck
in die Transformationsgleichung 60 ein, so erhélt man

FOT) = J(0)+ >3 — KT) (61)

Pjw) = \/g : /0 h _f:(S(t —ET)- f(1) - cos(wt) (62)

Nach dem Vertauschen von Integration und Summantion und Beachtung der
Ausblendeigenschaften des Deltaimpulses

| 1w st—rydt= sir) (63)

—00

ergibt sich F(jw) nach Beschrankung auf N Summanden zu

Fjw) = 2‘“]5[") : kz__: S(KT) - cos(wkT) (64)

L. k=0
- 2 65
a(n) {1 . k=12, N—1 (65)

b

Dabei ist a(n) der in 4.1 angesprochene Korrekturfaktor, welcher wie \/21—# auf
Hin- und Riicktransformation verteilt wird. Der Term % ergibt sich aus der For-

derung F~'(F(u,)) = uy,. Zur Vereinfachung der Gleichungen soll a(n) nun wie

folgt definiert sein:
+ k=0
M@={VN (66)

2 . k=1,2,.,N—-1

Vereinfachend nimmt man eine Abtastfrequenz fr =1 = T = 1 an, so da} f(kT)
auch als Folge fi betrachten kann
N-1

F(]Q) = a(n) - ];) fi - cos(kQ) (67)

In dieser Form ist die Transformierte F(jQ) allerdings noch eine kontinuierli-
che Funktion. Im nachsten Schritt wird daher das kontinuierliche 0 durch den
wertdiskreten Ausdruck n - AQ) ersetzt.

. N-1

F(jnAQ) = a(n) - Z fi - cos(knAQ) (68)

k=0

Die Frage nach der Gréfle von AQ bzw. nach dem dargestellten Frequenzaus-
schnitt beantwortet sich, wenn man das Spektrum des abgetasteten Signals be-
trachtet. Nach

Flu(t) - 50()} ) = 5-U(50) - wr - up) = U(HO) - 8:c(0)  (69)
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entspricht dieses der Wiederholung des Spektrums des kontinuierlichen Signals,
U(59), mit der normierten Abtastfrequenz 27 (s. Abbildung 3). Da das Spektrum

' F(a)

| erste Wieder-

I holung
| |
/\/:\/\ JAVALVANEEVAVEAVAN
VAN VTV Vo

| 2-’-[ |
| |

Q

Abbildung 3: Spektrum des abgetasteten Signals

somit 27-perjodisch und innerhalb des Perjodizitatsintervalles zu 7 symmetrisch
ist® | kann der Spektralbereich auf das Intervall [0..7] beschrankt werden. So-
mit ergibt sich A} sinnvollerweise zu AQl = L. Die Verwendung von 68 bringt
die gleichen Probleme mit sich wie die Verwendung der DFT - aus Sicht dieser
Transformationen sind Eingangssignale zeitlich unendlich ausgedehnt. Sind diese
aber, was auf praxisrelevante Signale immer zutrifft, zeitlich beschrankt, so lassen
sich diese Signale als Produkt eines zeitlich unendlich ausgedehnten Signales und
einer Rechteckfunktion darstellen. Die Transformierte dieses Signals ist aber

F{u(t) - Nyr,, (1)} = % ~U(jw) * 2T, 81(Tw) (70)
eine Faltung des Spektrums des kontinuierlichen Signals mit der Transformierten
der ,Fensterfunktion® Myr,, (). Diese ist um so ausgedehnter, je kleiner der da-
mit ausgeblendete Zeitbereich T,, ist. Hinzu kommt, dafl durch die Abtastung im
Frequenzbereich (auch die Transformierte ist eine diskrete Funktion) das zuriick-
transformierte Signal eine perjodische Wiederholung des urspriinglichen Zeitsi-
gnals ist. Kommt es zwischen den Wiederholungen zu ,,Spriingen®, so bedingen
diese im Frequenzbereich ausgedehnte Storungen (ein Beispiel sind die bekann-
ten ,Kreuze“, die bei der zweidimensionalen Fouriertransformation von Bildern
im Frequenzspektrum entstehen, wenn z.B. ein dunkler Bereich im unteren Teil
des Bildes durch diese zyklische Wiederholung an einen hellen Bereich im oberen
Teil der ersten Wiederholung angrenzt - ein Bildbeispiel findet sich dazu in [1],
S.94). Um diese Effekte abzumindern, greift man bei der DCT zu einem weiteren
Trick: Gleichung 68 &hnelt sehr der Synthesegleichung fiir eine Fourierreihe, wenn
(wie auch angenommen) gerade Funktionen entwickelt werden. Nun gibt es noch
weitere Symmetrieeigenschaften, welche zum Wegfall bestimmter Koeffizienten
fihren. So gilt z.B. fur Signale mit Halbwellensymmetrie ( f(¢ + %) = —f(t)), daB
die geraden Koeflizienten = 0 sind. Erganzt man die Zeitreihe nochmals zu einer
solchen Funktion, so ergeben sich (s. Abbildung 4) zwei Vorteile. Erstens wurde

8Fiir rein reelle Eingangssignale ist der Realanteil der Fouriertransformierten (cos()-Anteil)
eine gerade Funktion

15



Ergénzung zur erste Wiederholung
Halbwellensymmetrie

N TR / N TR /\ N TR

\ \ \ g
S W I S A\ WA S t

by by by
A A A

keine Spriinge zwischen
den Wiederholungen

Abbildung 4: Vorteile der Erganzung zur Halbwellensymmetrie

das Signal kiinstlich verbreitert, zweitens gibt es keine Spriinge mehr zwischen
den Wiederholungen. Es sind nicht einmal mehr Berechnungen nétig; denn ob-
wohl jetzt durch die Verbreiterung 2N Werte einbezogen werden miissen (damit
ist AQ) = ;%) fallen die geraden Koeffizienten aus der Berechnung heraus (s.
1). Somit kann jetzt die eigentliche Transformationsgleichung der DCT und die

inverse Transformationsgleichung (ohne Beweis) angegeben werden:

- a(n)-]gxn-cos (%) (71)
_— ]:;_Oloz(k)-yn-cos (%) (72)

() y o k=0 (73)
aln =
VE o k=12.,N-1

Die DCT ist laut [5] sehr gut geeignet fiir die Verarbeitung hochkorrelierter Si-
gnale, was sich auch in der Ahnlichkeit ihrer Basisvektoren mit deren der KLT
zeigt (Beispiel in [5] fiir einen hochkorrelierten Markoffprozef}). Insbesondere bei
der Bildcodierung kommen die Ergebnisse der DCT sehr nahe an die Ergebnisse
der KLT heran.
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