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Zusammenfassung

Die digitale Verarbeitung und Darstellung von ein- und zweidimensionalen Si-
gnalen hat in Form der Audio- und Bildverarbeitung wichtige Anwendungen in
der Praxis gefunden. Die Speicherung, Verarbeitung und Darstellung dreidimen-
sionaler Signale, wie sie in den Ingenieurwissenschaften als Ergebnis numerischer
Simulationen oder in der Medizin als Ergebnis von Rontgen- oder Magnetspinre-
sonanztomographien auftreten, stofit fiir heutige Arbeitsplatzrechner und Kom-
munikationssysteme an die Grenzen ihrer Leistungsfahigkeit. Im Rahmen die-
ser Ausarbeitung werden Methoden untersucht, wie auf der Basis der Wavelet-
Transformation eine kompakte Représentation dreidimensionaler Signale geschaf-
fen und wie auf dieser Basis eine effiziente progressive Darstellung dieser Daten
erreicht werden kann.

Die in dieser Ausarbeitung erarbeitete Losung beruht auf einer sog. X-Ray-
Projektion aus der Waveletkoeffizientendarstellung heraus, welche das Signal un-
ter der Verwendung eines low albedo-Beleuchtungsmodells (ausschlieBliche Beriick-
sichtigung der Absorption) auf die Sichtebene abbildet. Dieses Beleuchtungsmo-
dell approximiert die Wechselwirkung von Materie mit hochfrequenter elektro-
magnetischer Strahlung im Frequenzbereich der Rontgen- und Gammastrahlen
(X-Ray-Projektion!), so dafl die mit diesem Verfahren gewonnenen Bilder den
Medizinern wohlvertrauten Rontgenaufnahmen entsprechen.

Im Folgenden werden die theoretischen Hintergriinde des Verfahren, das Ver-
fahren selbst und seine Implementierung auf Digitalrechnern dargelegt sowie die
Eignung verschiedener Wavelet-Typen beziiglich Qualitdt und Geschwindigkeit
der Rekonstruktion und ihrer Codiereffizienz untersucht.
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Ableitung %o (t) der Sprungfunktion.
1 =0
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0 n#0
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(f,g) Inneres Produkt, definiert in der kontinuierlichen Form als
() = [ raa
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,ug(ck) k-tes zentrales Moment von z, definiert als

W = B {(x —m)} 3)

T

Mr(t) Rechteckfunktion, definiert als

1 |t <%
=13 =3
0 t|>7%

supp f(x) Support von f : Q — R, ist als die kleinste abgeschlossene Menge in
R definiert, aulerhalb derer die Funktion verschwindet:

supp f:={z € Q: f(z) # 0} (4)

C(N) Funktion mufl im angegebenen Intervall mindestens N-mal stetig differen-
zierbar sein.

E {z} Erwartungswert-Operator, ist iiber die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
p(x) nach

E{r} = / " e p(a) de (5)

bzw.
E{fa}= Y ., P, (6)

definiert, und kann fiir Realisierungen diskreter ergodischer Zufallsprozesse

durch

E{s}=lim = 3 afn (7)

N—o0
bestimmt werden.
E,  Energie von z, E, = ||z|° = (z,)

f(z) Funktion einer kontinuierlichen Variable x.
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f*g

flnl

(k,m)

May

Faltungsoperator,
0= [ 5ot =r)ar g

bzw. fiir diskrete Signale

= 3" K gln— K (9)

k=—o00

Nach kann die Faltung auch als inneres Produkt mit Inversion des
Zeitparameters ( f(—t), g(—t)) gesehen werden.

Funktion einer diskreten Variable n.

k-m-tes gemeinsames Moment von x und y, definiert als
(km =E{z" - y"} = / y" fay(x,y) dedy . (10)

k-tes Moment von z, definiert als

=E{z"} . (11)
Wahrscheinlichkeit von x bzw. des Ereignisses X = .
Orthogonalitét zwischen z und y, x Ly < (x,y) = 0.

z konjugiert-komplex: z =a+b-1=2z*=a—b-1

(A)DPCM Adaptive Differential Pulse Code Modulation, s. [Nol00d].

CDF

Cohen-Daubechies-Feauveau Klasse von biorthogonalen Wavelets, siehe
[DD1.99].

DFT Discrete Fourier Transformation, s. [Nol98al.

LTI Linear, Time Invariant - Préfix fiir lineare Operationen, deren Parameter
keine Funktionen der Zeit sind.

MSE mean squared error, mittlerer quadratischer Fehler zwischen x und seiner
Approximierung Z.

MSE(z,%) = E{(v — %)%} (12)

PCM Pulse Code Modulation, Repréasentation diskreter Signale im Binércode,
s. [Nol0Oal

TBC Teilbandcodierung, siehe [Nol0Oc].

TC  Transform Coding, siche [Nol0Oc].
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Kapitel 1

Einleitung

1.1 Hintergrund

Digitalrechner haben sich zu einem unverzichtbaren Werkzeug bei der Verarbei-
tung und Visualisierung von Signalen entwickelt. Wéahrend die digitale Signalver-
arbeitung fiir ein- und zweidimensionale Signale in Form der Audio- und Bild-
signalverarbeitung auf Personalcomputern breiten Einzug in die Praxis gehalten
hat, ist die Verarbeitung und Darstellung von dreidimensionalen Signalen noch
immer eine Doméne von entsprechend dimensionierten Grafikworkstations. Dies
ist vor allem auf die Anspriiche an die Speicherkapazitit und Verarbeitungs-
bandbreite der verwendeten Digitalrechner zuriickzufithren. Wuchs bei linearer
Vergroflerung des représentierten Raums der Speicherplatzbedarf im Falle der
eindimensionalen Signalverarbeitung noch ebenfalls linear, so wéchst dieser im
Falle von zweidimensionalen Signalen schon zu quadratischer und im Falle von
dreidimensionalen Signalen zur dritten Potenz. Die Erweiterung auf die dritte
Dimension wirft somit die gleichen Probleme auf wie der Ubergang in die zweite
Dimension, welcher maBgeblich in den 70-iger /80-iger Jahren des letzten Jahrhun-
derts stattfand — die Kapazitéit der vorhandenen Digitalrechner erlaubte zwar den
Einstieg in die Verarbeitung/Visualisierung, jedoch machte die beschrénkte Ka-
pazitit der vorhandenen Speicher /Transportmedien dies erst nach der Einfithrung
von Kompressionsverfahren ckonomisch sinnvoll (s. [Nol00c|). Ein bekanntes Ver-
fahren fiir die Komprimierung zweidimensionaler Signale ist z.B. der nach dem
herausgebenden Normungsgremium benannte JPEGQ}Standard, welcher auch die
Moglichkeit einer hierarchischen bzw. progressiven Darstellung bot, d.h. das Bild
wurde zuerst in einer niedrigen Detailstufe angezeigt und mit neu hinzukommen-
den Daten um Details ergéinzt. Somit kann frithzeitig entschieden werden, ob das
richtige Bild geladen wurde. Ein weiteres Beispiel ist der PhotoCD-Standard von
Kodak: Die Bildmotive sind auf dem Datentriger in verschiedenen Auflosungs-
stufen gespeichert, so dafl Kompromisse zwischen Arbeitsgeschwindigkeit und

! Joint Picture Expert Group
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1.2. ZWECK KAPITEL 1. EINLEITUNG

Qualitéit der Darstellung geschlossen werden koénnen. So konnte fiir die Auswahl
des Bildmotivs die kleinste Auflésung (Vorschau) verwendet werden, wihrend fiir
die eigentliche Bearbeitung eine héhere Auflosung verwendet wurde, welche der
Leistungsfihigkeit der Arbeitsplattform angepafit war.

1.2 Zweck

Da die Leistungsfidhigkeit heutiger Arbeitsplatzrechner auch die Verarbeitung
dreidimensionaler Signale sinnvoll erscheinen 148t, sollen im Rahmen dieser Aus-
arbeitung Methoden evaluiert werden, welche die Ergebnisse der zweidimensiona-
len Signaldarstellung auf dreidimensionale Signale iibertrigt. Das Hauptaugen-
merk liegt dabei auf der Moglichkeit, eine effiziente progressive Darstellung dieser
Signale zu ermdglichen und daneben Moglichkeiten zu einer verlustlosen bzw. ver-
lustbehafteten Komprimierung der Daten zu untersuchen. Dabei ist zu beriick-
sichtigen, dafl eine Visualisierung in der Regel auf Sichtsystemen geschieht, welche
nur eine zweidimensionale Ausgabe bieten. Eine effiziente Visualisierung bedingt
somit eine effiziente Moglichkeit zur Projektion der komprimierten Darstellung
auf die Sichtebene. Bei der Projektion liegt der Schwerpunkt auf der sog. X-Ray-
Projektion, welche den Volumendatensatz so abbildet, als ob eine Verkérperung
der Daten durch Materie mittels parallel einfallender Rontgenstrahlen auf einen
Sichtschirm abgebildet wird. Diese Darstellung kommt medizinischen Anwendun-
gen entgegen, welche mittels Rontgen- oder Magnetspinresonanztomographie ge-
wonnene Daten verarbeiten.

Der Sinn der progressiven Darstellung liegt in einem schnellen Aufbau der
Darstellung in einer geringen Qualitétsstufe fiir die Wahl des Blickwinkels auf den
Volumendatensatz, und einer progressiven Verfeinerung der Darstellung, wenn
der gewiinschte Blickwinkel gefunden worden ist. Dies kommt auch der mensch-
lichen Wahrnehmung von Informationen entgegen, welche zuerst die , groben®
Details der Gesamtstruktur und danach deren Details analysiert [s. [VMEKKO00],
[Po1)))

1.3 Organisation

Die gestellte Aufgabe 148t sich grob in zwei Teilkomponenten zerlegen:

1. Dem Finden einer kompakten Représentation dreidimensionaler Signale,
die eine effektive Speicherung und zugleich eine progressive Darstellung er-

moglicht.
2. Der Ableitung einer effizienten progressiven Projektion aus der kompakten
Darstellung.
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1.4. KONVENTIONEN KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die Zielsetzungen dieser beiden Teilaufgaben enthalten die Schliisselbegriffe ,, kom-
pakte Reprasentation® und ,, progressive Darstellung®, die im Kontext dieser Ar-
beit wie folgt interpretiert werden sollen:

Definition 1.3.1 (kompakte Reprisentation). Eine kompakte Reprisentati-
on bezeichnet eine auf das Wesentliche reduzierte, komprimierte Reprisentation
der Signale (s. Kapitel [2)).

Definition 1.3.2 (progressive Darstellung). Eine Darstellung ist progres-
siv, wenn ausgehend von einer detailarmen aber schnell bzw. aus wenigen Daten
rekonstruierten Grunddarstellung eine fortschreitende Verbesserung durch das
Hinzufiigen hoherer Detailstufen erreicht wird. Ein praktischer Nutzen ergibt sich
aber erst dann, wenn schon die niedrigen Detailstufen den Inhalt erkennen lassen
und eine schnelle Konvergenz der progressiv verbesserten Darstellungen zur voll
rekonstruierten Darstellung erfolgt.

Dieser Aufspaltung folgt auch die theoretische Einfithrung. Im Kapitel [2] wer-
den die Grundlagen und Moglichkeiten zur kompakten Repréasentation von Signa-
len erortert. Es wird gezeigt, dal die diskrete Wavelet-Transformation sich unter
der Nebenbedingung einer effizienten progressiven Darstellung fiir die Losung der
Aufgabenstellung anbietet. Im Kapitel [3] werden dann die theoretischen Grund-
lagen des gewihlten Visualisierungsverfahrens erortert.

1.4 Konventionen

Signalverarbeitung auf Digitalrechnern impliziert, dafl die Signale in orts-, zeit-
und wertdiskreter Form vorliegen. Im Rahmen dieser Arbeit wird von reellwer-
tigen, zeitinvarianten dreidimensionalen Signalen ausgegangen, die sich in der
kontinuierlichen Form als

f={Ef(E))|teR f(T)eR} (1.1)

schreiben lassen. Fiir die Basis des R? wird implizit ein kartesisches Koordina-
tensystem angenommen, so daf§ mit ¢t = ze, + ye, + z€,

fay(2,y, 2) = [ (v€y +yé, + 2€.) z,y,2 € R (1.2)

gilt. Nach der ortlichen Diskretisierung durch ideale Abtastung in dquidistanten
Abstédnden, die sich in drei Abtastungen entlang der Basisvektoren separieren
1aBt,

fxyz(xay7 - <f;vyz € y7 ( )6$®5T( )6y®5T( ) )>

/ / / Foye (0, 2) - b2, (2) - 0z, (1) (1.3)

<ot (2) de dy dz
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1.4. KONVENTIONEN KAPITEL 1. EINLEITUNG

Anwendung der Ausblendeigenschaft des Deltaimpulses,

/_ZéT(t)- Z/ S(t—n-T)- f(t)dt

e (1.4)
Z fin]-o(t —nT)

und Diskretisierung des Wertebereichs durch Anwendung des Quantisierungsope-
rators Q. ..] erhdlt man die diskrete Darstellung

f[pa%r] :Q fzyz(p'TMQ‘Tyar'Tz)] (15>

Es wird davon ausgegangen, dafl bei jeder Abtastung die Bedingung des Abtast-
Theorems von Shannon (s. [Nol0Oe¢], [NolOOa]) hinsichtlich der Abtastfrequenz
(fr > 2Bg) eingehalten wurde. Weiterhin wird davon ausgegangen, dafl die Quan-
tisierung auf eine hinreichend grofie Anzahl an Rekonstruktionswerten durch-
gefiihrt wird, so dafl der Quantisierungsfehler vernachléssigbar ist (zu Fragen der
Quantisierung s. [Nol00c] und [NolO0b]).

Durch rédumliche Eingrenzung des Abtastintervalls erhélt man eine endli-
che Anzahl an Abtastwerten, die sich in geordneter Form als dreidimensionale
P x @Q x R-Matrix darstellen lassen. Die Matrixelemente werden im Sprachge-
brauch der Computergrafik auch als volume elements oder kurz als vozel bezeich-
net, in Analogie zu den picture elements = pizel, welche die diskreten Abtastwerte
in der zweidimensionalen Signalverarbeitung bezeichnen. Im Rahmen dieser Ar-
beit wird implizit von rdumlich begrenzten diskreten dreidimensionalen Signalen
ausgegangen, so dafl f[p, g, r| stellvertretend fiir die Matrixdarstellung ist.

Weiterhin wird angenommen, da8 f[p, ¢, ] reellwertig und sowohl absolut als
auch quadratisch integrierbar bzw. summierbar ist

P-1Q-1R-1

Z |flp g, 7]| # o0 (1.6)
p=0 ¢=0 r=
und
P-1Q-1R-1
flp,a,r)]* # o0 (1.7)
p=0 ¢=0 r=0

womit laut [Nol0Oe| die diskreten Fourier/Laplacetransformationen existieren.
Speziell fiir durch Diskretisierung von natiirlichen Signalen (z.B. CT/MR-Tomo-
graphien) entstandenen diskreten Signale sind diese Bedingungen immer erfiillt.

Riidiger Knorig 13
178769



1.5. DANKSAGUNG KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.5 Danksagung

An dieser Stelle mochte ich zuerst all denjenigen danken, denen ich mein hier de-
monstriertes Wissen verdanke. Dieser Dank gilt vor allem Herrn Professor Noll,
in dessen Lehrveranstaltungen ich mir fundierte Kenntnisse iiber die Signalverar-
beitung aneignen konnte und den Mitarbeitern des Instituts fiir Computergrafik
der TU Berlin, denen ich meine praktischen Erfahrungen auf dem Gebiet der 3D-
Computergrafik verdanke. Meinem Betreuer mochte ich besonders fiir die Denk-
anstofle und die Hinweise danken, die diese Arbeit immer wieder auf Zielkurs
brachten. Meinem direkten Umfeld, meiner Nathalie und meiner Familie mochte
ich fiir das Verstdndnis und die Unterstiitzung danken, die mir die notwendige
Konzentration auf diese Arbeit erlaubten. Nicht zuletzt mochte ich all denjenigen
Programmierern danken, die ihre Arbeit der Allgemeinheit gewidmet haben und
denen ich die notwendigen grofien und kleinen Hilfsmittel zur Erstellung dieser
Arbeit verdanke.

Riidiger Knorig 14
178769



KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

Kapitel 2

Kompakte Signaldarstellungen

Dieses Kapitel legt die theoretischen Grundlagen der Datenkompression dar. Es
wird gezeigt, welche grundsétzlichen Einsparmoglichkeiten vorhanden sind und
wie diese durch lineare Transformationen (s. Definition erschlossen werden
konnen. Aus den Betrachtungen von Signalstatistiken natiirlicher Signale heraus
wird der Vorteil einer Analyse auf verschiedenen Auflésungsstufen abgeleitet. Mit
der Interpretation dieses Ansatzes als Subraumzerlegung durch lineare Transfor-
mationen ergeben sich die Wavelet- bzw. Wavelet-Package-Transformationen, von
denen die Wavelet-Transformation aufgrund ihrer besseren Eignung fiir progres-
sive Darstellungen als Losungsansatz ausgewéhlt wurde. Nach einer Darstellung
dieser Transformation wird ihre diskrete Realisierung durch Filterbankstrukturen
erortert.

Fiir die Darstellungen in diesem Kapitel werden auch statistische Aussagen
iiber die diskreten Signale gemacht. Zu diesem Zweck wird f[p,q,r] als Reali-
sierung eines gedachtnisbehafteten diskreten Zufallsprozesses X gesehen, welcher
zwar zeitinvariant, aber nicht ortsinvariant ist. Einen Einstieg in die statistische
Betrachtung von Signalen bieten [Nol0Oe|, [Nol0Oc| und [H&n97]. Fiir die Ein-
arbeitung in die Theorie der Signalexpansion und der Wavelet-Transformation
/ Teilbandcodierung kann besonders [VK95] empfohlen werden. Informationen
iiber die Transformationscodierung und kritisch abgetastete Filterbdnke finden
sich in [Nol0Oc], vertiefend auch in [JN89].

2.1 Redundanz und Irrelevanz

Klassische Komprimierungsverfahren lassen sich grob in drei Stufen gliedern (s.
[Ohm99]):

1. Signalzerlegung zur (verlustlosen) Redundanzreduktion,

2. (ggf.) Quantisierung zur (verlustbehafteten) Irrelevanzreduktion,

Riidiger Knorig 15
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2.1. REDUNDANZ & IRRELEVANZ KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

3. Codierung der (quantisierten) Transformationskoeffizienten in eine effizien-
te Représentation.

Redundanz und Irrelevanz leiten sich implizit aus der auf Seite [12| gegebenen De-
finition fiir eine kompakte Représentation ab; sie entsprechen den nicht we-
sentlichen Informationsanteilen. Je nachdem, wie ,, Unwesentlich® definiert wird,
lassen sich zwei Arten von Informationsanteilen definieren, die eingespart werden
konnen: redundante und irrelevante Informationen.

2.1.1 Redundanz

Redundant sind alle Informationen, welche zu einer perfekten Rekonstruktion des
Signals nicht benotigt werden. Fiir den Empfénger sind das die Informationen, die
er selbst anhand bekannter statistischer Bindungen aus den schon empfangenen
Informationen préadizieren kann. Die redundanten Informationen entsprechen der
Differenz zwischen dem Informationsgehalt durch isolierte Kenntnis des Quellen-
symbols z[n] (s. [Nol00€],[Ohm99])

I{z[n|} = —logy, P(X = z[n]) [bits] (2.1)

und dem Informationsgehalt I{x[n]|z[n — 1], z[n — 2],...} von x[n] im Kontext
seiner Vorgénger. Da diese Differenz

Hz[n];z[n — 1], z[n - 2],...} = {z[n]} — [{zn]|z[n — 1],z[n —2],...}
(2.2)

dem schon in den Vorgédngern von x[n] enthaltenen und somit redundanten Infor-
mationen iiber z[n| entspricht, bezeichnet man sie auch als Transinformationsge-
halt. Wichtig fiir die Datenkompression ist die Entropie

H(X)=E{I{z[n]}} =) P(X =z[n]) - (=1) -logy P(X = z[n])  (2.3)

als Erwartungswert des Informationsgehaltes. Die Entropie H(X) ist der mitt-
lere Informationsgehalt in [bit/AW] der Quellensymbole z[n] und somit auch
die mittlere Bitrate R in [bit/AW], die fiir die verlustlose Codierung der Quel-
lensymbole mindestens aufgewendet werden mufl (s. Quellencodierungstheorem
von Shannon [Shab9]). Die Redundanz R(X) ergibt sich als Erwartungswert

H(z[n];z[n — 1], z[n — 2], ...) des Transinformationsgehaltes
R(X) = E{l{z[n]}} - E{{z[n] | 2ln —1],z[n = 2],.. .}} (2.4)
Entropie H(X) bedingte Entropie H(z[n]|z[n—1],z[n—2],...)
Riidiger Knorig 16
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s z[n] s d[n] = z[n] x {[n] — o[n — 1]}

S T P T—

Abbildung 2.1: Redundanzreduktion bei einem Sprachsignal durch Prédiktion mit
einem Pridiktor erster Ordnung; links: Audiosignal z[n| (o2 = 6.68 - 10!, PCM-
codiert mit 8 bits/AW, Entropie H(X)=4.57 bits/AW); rechts: Differenzsignal
d[n] (¢3 = 0.44 - 107!, Entropie H(D)=2.68 bits/AW)

Die Aufgabe der Redundanzreduktion besteht in der reversiblen Transforma-
tion von z in eine Représentation y, so dafl

H(Y) = H(z[n] | z[n — 1],2[n - 2),...) = H(X) — R(X) (2.5)

gilt. Dies wird erreicht, wenn die statistischen Abhéngigkeiten von x durch die
Transformation beseitigt worden sind (s. Definition der statistischen Un-
abhéngigkeit)

Hyn]} = I{z[n] |z[n — 1],2[n — 2],...} (2.6)

In Abbildung sind die Ergebnisse einer einfachen Redundanzreduktion durch
lineare Pradiktion mit einem (nichtadaptiven) Pradiktor erster Ordnung (h; =
—1) dargestellt. Die fiir die verlustlose Codierung notwendige Mindestbitrate
konnte um den Faktor #(X)/m(p) = 1.71 gesenkt werden.

Die heute gingigsten Verfahren zur Redundanzreduktion (s. [Nol0Od]), die
lineare Pradiktion ((A)DPCM) und die Transformationscodierung (TC), appro-
ximieren diese statistischen Bindungen durch lineare Transformationen (s. Defini-
tion. Auf dieser Basis konnen aber nur lineare statistische Abhéangigkeiten,
Korrelationen, exakt modelliert werden. Die Korrelation ist allgemein definiert als
erstes gemeinsames Moment

ny - <f>g ; (27)
in Form der Kreuzkorrelation

oy (1) = (Z(t), gt + 7)) , (2.8)
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2.1. REDUNDANZ & IRRELEVANZ KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

beschreibt sie fiir stationdre Prozesse ([Han97]) die Korrelation in Abhéngigkeit
von einer Verschiebung 7 zwischen den Signalen. Als MaB fiir die Korrelation
zwischen den Elementen in 7 iiber die Zeitl| kann die Kovarianz als gemeinsames
zentrales Moment erster Ordnung in Form der Kovarianzmatrix

- H N
Cor = E{ (7= m)" (@ - m?) } 29
E{zg- x5} — mél)mél) E {350 . x?\l—l} B mél)mg\p,l
E{en i a5} —m®Pm§ . Eley_-ay_ ) -mG ml), o)
2.10

verwendet werden.
Bestehen keine Korrelationen zwischen den Elementen in Z, so gilt

2 T A
E{x -2} — m,(fl)mgl) = {%’“ fiir k=1 (2.11)
0 sonst

Die Kovarianzmatrix ist dann eine Diagonalmatrix, alle Elemente auflerhalb der
Hauptdiagonalen der Matrix sind 0. Die Dekorrelationseffizienz der Transforma-
tion kann somit als Kehrwert der Summe aller Matrixelemente auflerhalb der
Hauptdiagonalen von C,, normiert durch die Summe aller Matrixelemente auf
der Hauptdiagonalen von C,, definiert werden.

Definition 2.1.1 (Dekorrelationseffizienz).

> Cou(k, 1)

k£l

= =a
Z ny(l{?,l)
k#k

(2.12)

Aus der Forderung C,,, — Diag leitet sich die optimal dekorrelierende Trans-
formation, die Karuhnen-Loeve-Transformation (KLT) (s. [Kng98]) ab, ebenso
die Principal Component Analysis (PCA, s. Seite . Das Prinzip dieser Verfah-
ren ist fiir Transformationen im R? auf Seite [26] dargestellt.

2.1.2 Irrelevanz

Irrelevant sind alle Informationen, die fiir eine perfekte Rekonstruktion bzw. ei-
ne Rekonstruktion mit gegebenen Qualitatsanspriichen aus Sicht der Senke nicht
benotigt werden. Irrelevant sind somit Informationen, die von der Senke nicht auf-
genommen werden kénnen bzw. von geringer subjektiver Wichtigkeit sind. Fiir

L# kann entweder als Realisierung eines Zufallsprozesses X oder als Ausblendung z[1 ... N] =
2'[l-N...(I+1)- N] gesehen werden
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2.1. REDUNDANZ & IRRELEVANZ KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

einen menschlichen Horer sind z.B. Frequenzkomponenten eines Audiosignals ir-
relevant, die iiber der Grenzfrequenz des akustischen Sinns liegen, fiir das Auge all
diejenigen Strukturen, die jenseits seines optischen Auflésungsvermogens liegen.

Entscheidend fiir die Irrelevanzreduktion ist die Qualitit der Rekonstruktion
aus einer Untermenge der Transformationskoeffizienten (zonale Quantisierung)
bzw. der Rekonstruktion aus einem Transformationskoeffizientenvektor mit feine-
rer Quantisierung dieser Untermenge, was der Zuteilung eines grofferen Anteils an
der Ubertragungsbandbreite gleichkommt (= optimale Bitzuteilung, [Nol00d]).
Bei Verwendung des MSE zwischen Original und Rekonstruktion zur Beurteilung
der Qualitdt folgt daraus die Forderung nach einer hohen Energiepackungseffi-
zienz ng: ein moglichst groffer Anteil der Signalenergie soll aus einer moglichst
kleinen Untermenge an Transformationskoeffizienten rekonstruiert werden. Fiir
lineare Transformationen besteht eine direkte Proportionalitit zwischen der Va-
rianz eines Transformationskoeffizienten und seinem Anteil an der Energie des
rekonstruierten Signals. Dies wird deutlich, wenn man den von einem isolier-
ten Transformationskoeffizienten y;, rekonstruierten Anteil des Gesamtsignals be-

—

trachtet; fiir diesen Fall reduziert sich 7 = A~ - Y zu
Die Energie dieses Anteils entspricht

-

E{ -3y} = (bkz-E{yk-yf}, (2.14)

L2
und ist fiir orthonormale Projektionen (H(ka = 1!) somit gleich der Energie

von yi. Da die Basisvektoren orthogonal und damit unkorreliert sind, ergibt sich
fiir diesen Fall die rekonstruierte Signalenergie als Summe der Energien der ver-
wendeten Transformationskoeffizienten. Die Forderung nach einer hohen Ener-
giepackungseffizienz kann so in die Forderung nach einem moglichst kompakten
Vektor der Transformationskoeffizientenvarianzen

7 = (B{ = mi) = my p B { =) =)} )
(2.15)

umformuliert werden. Dieser Vektor entspricht der Hauptdiagonale von C,,. Fiir
energicerhaltende (orthonormale) Transformationen kann mit

Definition 2.1.2 (Energiepackungseffizienz).
> Cuu(k, k)

My=20 2.16
D S (210
k<N
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der durch die M ersten Transformationskoeffizienten rekonstruierbare Ener-
gieanteil quantitativ angegeben werden. Fiir alle anderen Transformationen ist
dieses Mafl qualitativer Natur.

Fiir Daten, deren Erhebung mit hohen Kosten verbunden ist bzw. deren Aus-
wertung wichtige Konsequenzen nach sich zieht, sollte in Hinblick auf die Moglich-
keit einer Fehlinterpretation durch die erzeugten Artefakte auf eine Irrelevanzre-
duktion verzichtet werden. Bei einer gewiinschten progressiven Darstellung der
Daten ist die Energiepackungseffizienz trotzdem von Bedeutung, da bei einer ho-
hen Energiepackungseffizienz schon die ersten Rekonstruktionsschritte viel Signa-
lenergie rekonstruieren und eine schnelle Konvergenz zur vollen Rekonstruktion
erfolgt.

2.2 Codierung

yR(D)
Rot-
H(X)] _IRedundanz
0 0r D

Abbildung 2.2: Rate-Distortion-Funktion einer diskreten Quelle.

Die PCM-codierten Koeffizienten y werden mit einer konstanten Anzahl R
bits je Abtastwert codiert, im Bildbeispiel mit Ry = 8bit/AW. Dieses Bei-
spiel zeigt auch, dafl diese Bitrate bzw. Codewortldnge meist iiber der durch die
Entropie gegebenen minimalen Rate zur verlustlosen Codierung der Information
liegt. Die abschliefende Codierung hat die Aufgabe einen Code C' zur Représen-
tation der (quantisierten) Koeffizienten g; zu finden, so dafi die Codewortlange
und damit die Gesamtbitrate R; im Mittel minimal wird.

1
E{Ry} = N Z Ry, - P (9;) — Minimum (2.17)

Fiir die verlustlose Codierung entspricht das Minimum der Entropie von v,
entsprechende Codierungsalgorithmen werden deshalb als Entropiecodierungen
bezeichnet. Bekannte Verfahren sind die Huffman-Codierung ([Huf52]) und die
arithmetische Codierung ([Lan84]). Die Huffman-Codierung minimiert den Er-
wartungswert in Gleichung durch Verwendung eines Codes variabler Lange,
indem héufig vorkommenden Quellensymbolen besonders kurze Codesymbole zu-
geordnet werden. Die arithmetische Codierung 1a8t sich weniger als Umcodierung
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2.3. DER MRA-ANSATZ KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

im klassischem Sinne auffassen; sie beruht auf einem Vergleichsverfahren auf der
Basis der Signalstatistik, welches parallel in Codierer und Decodierer ablauft.
Ubertragen werden nur die Verzweigungsentscheidungen, wo der Decodierer an-
ders verzweigen wiirde als der Codierer.

Fiir die Betrachtung der Effizienz von verlustbehafteten Komprimierungsver-
fahren konnen die zur Irrelevanzreduktion benutzte Quantisierung und die Co-
dierung zusammengefafit werden, indem die Quantisierung als nicht eineindeutige
Codierung y € C — 3 € D betrachtet wird. Fiir die skalare Quantisierung ent-
spricht das einer Umcodierung der Bindrdarstellung der Koeffizienten bzw. einer
Abbildung der Koeffizienten als Bitvektoren auf die Rekonstruktionsbitvektoren,
fiir die Vektorquantisierung allgemein der Abbildung auf eine Menge von Rekon-
struktionsvektoren ([Ohm99]). Fiir die Effizienz der Abbildung hinsichtlich der
fiir die Bitratenreduktion eingefiihrten Verzerrung gilt die Aussage des Quellen-
codierungstheorems von Shannon ([Sha59]):

LFiir die Codierung einer diskreten, geddchitnisfreien Quelle existiert,
wenn eine Verzerrung kleiner oder gleich D zugelassen wird, ein Block-
code der Bitrate

R=R(D)+e¢ (2.18)
mit € > 0, wenn die Blocklinge des Codes grof§ genug gewdhlt wird. “

Die Forderungen nach ,, Gedédchtnisfreiheit* der Quelle bezieht sich auf die Abwe-
senheit statistischer Bindungen zwischen den Quellensymbolen und ist nach der
Anwendung einer hinreichenden Redundanzreduktion erfiillt. Die Rate-Distortion-
Funktion R(D) ist schematisch in Abbildung dargestellt. Sie gibt die minimale
Rate R an, die fiir die Codierung eines diskreten Quellensignals aufgewandt wer-
den muf}, wenn eine mittlere Verzerrung D nicht iiberschritten werden soll.

2.3 Der Multi- Resolutional-Ansatz

Im Abschnitt wurde die Bedeutung der statistischen Bindungen zwischen
den Quellensymbolen fiir die Komprimierung erortert. Diese statistischen Bin-
dungen treten gerade bei natiirlichen Signalen mit unterschiedlich stark ausge-
pragter Lokalitdt auf. Zum einen existieren wenig zeit/ortsvariante Bindungen,
deren Parameter iiber viele Quellensymbole relativ konstant bleiben und eine
dementsprechend geringe Lokalitdt haben und zum anderen Bindungen mit star-
ker zeitlicher/6rtlicher Varianz der Parameter mit dementsprechend hoher Loka-
litdt. Anhand von Abbildung[2.3|kann dies fiir zweidimensionale Signale anschau-
lich demonstriert werden: es existieren grofiere, einheitlich texturierte Gebiete
wie der Himmel oder die Steinfassade des Hauses. Die Struktur der Texturen
entspricht den statistischen Bindungen zwischen den Bildpunkten. Die Vergrofle-
rung des Ausschnitts aus der Steinfassade zeigt, dafl diesen Texturen wiederum

Riidiger Knorig 21
178769



2.3. DER MRA-ANSATZ KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

Abbildung 2.3: Beispiel fiir statistische Bindungen unterschiedlicher Lokalitit in
zweidimensionalen Signalen.

Feinstrukturen auf hoheren Auflésungsstufen mit entsprechend hoherer Lokalitét
iiberlagert sind.

Die Uberlagerung von statistischen Bindungen mit unterschiedlicher Lokalitéit
macht einfache lineare Transformationen suboptimal. Zur Erfassung von statisti-
schen Bindungen geringer Lokalitdt miifiten auch ihre Basisfunktionen entspre-
chend ausgedehnt sein. Eine solche Transformation wiirde aber aufgrund ihrer
geringen Lokalitét die statistischen Bindungen hoher Lokalitét schlecht abbilden.

Dieses Problem zeigt sich auch bei der Wahl der Blockgrofie, wenn zweidi-
mensionaler Signale durch blockbasierende Transformationen (s. MPEG, JPEG)
komprimiert werden sollen. Ein anderes Beispiel ist die (A)DPCM-Codierung von
Sprachsignalen; ein Zitat aus [Nol00d]:

.- Bei einem optimal auf die Langzeit-AKF eingestellten Pradik-
tor ist die Ubertragungsfunktion des LPC-Analysefilter nicht optimal
an das Kurzzeit-LDS angepafSt. Ein solcher Fall ergibt sich z.B. bei
Sprachsignalen: das Kurzzeit-LDS von Sprache (z.B. iiber die Sil-
benlinge gemessen) weicht oft erheblich vom Langzeit-LDS ab. Daraus
resultiert ein suboptimaler Prddiktionsgewinn. ...«

Eine Losung fiir dieses Problem ist die Kaskadierung von Préadiktionsfiltern unter-
schiedlicher Lénge. Langzeit-Pradiktionsfilter erfassen die statistischen Bindun-
gen geringer Lokalitéit mit hoher spektraler Auflésung, die verbleibenden Bindun-
gen geringer Lokalitdt werden durch Kurzzeit-Pradiktoren analysiert.

In der Verallgemeinerung fiihrt dies zum Grundgedanken der Multi- Resolutio-
nal Analysis: die Bindungen hoher Lokalitdt werden in der héchsten Detailstufe
mit hoher Ortsauflosung aber geringer spektraler Auflésung analysiert. Die in
den Transformationskoeffizienten verbleibenden Bindungen geringerer Lokalitét
konnen durch eine Transformation mit dilatierten Basisfunktionen mit hoher-
er spektraler Auflosung erfafit werden; gleichbedeutend ist die Anwendung der
Analysetransformation auf die entsprechend kontraktierten Transformationsko-
effizienten.
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Die Anwendung linearer Transformationen auf verschiedenen Auflésungsstu-
fen 148t sich anschaulich als Subraumzerlegung darstellen, wenn die diskreten
Signale als Vektoren interpretiert werden. Auch wenn in den folgenden Betrach-
tungen nur endliche diskrete Wertefolgen als Vektoren im RY betrachtet werden,
lassen sich die Uberlegungen durch Erweiterung auf Hilbert-Riume

£(R) = {g 1ot ae < oo} (2.19)

auch fiir nicht endliche diskrete Signalfolgen und kontinuierliche Signale anwen-
den. Um den Bezug zwischen der eher mathematisch geprédgten Interpretation
linearer Transformationen und der Interpretation in der Signalverarbeitung her-
zustellen wird die aus [VK95] entnommene Darstellung als Signalexpansion ein-
gefiihrt.

2.3.1 Signalexpansion

Eine eindimensionale reellwertige diskrete Wertfolge z[n] = {z¢,x1,...,2n-1}
kann als N-dimensionaler Vektor ¥ € RY interpretiert werden. Genauer gesagt
ergibt sich ¥ aus der Uberlagerung der mit z,, gewichteten Basisvektoren €,

N-1
r= T Cp = (Tn,€) (2.20)

n=0
die fir die euklidische Basis
énlk] = o0[n — K] (2.21)

entsprechen. Fiir den R? ergeben sich so die Basisvektoren €y = {1,0} und &, =
{0,1}. Gleichung zeigt, dafl die Basis {€,,} aus zeitverschobenen Versionen
der Basisfunktion d[n] gebildet wird.

Die Einsetzung von Gleichung in Gleichung ergibt die Signalaus-
blendung durch die Delta-Funktion (s. [Nol98a])

Z O[] - z[n + K] (2.22)

bzw. nach Substitution l=n+ k< k=101—n
= Z 5[l — n) (2.23)

Die Signalausblendung kann als triviale lineare Transformation gesehen werden

Y = (T, éx) = ¢ = E -7 (Analyse) (2.24)
=y = 7 = - E (Synthese) (2.25)

k
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Die Transformationskoeffizienten y;. ergeben sich nach Gleichung als Korre-
lationskoeffizienten zwischen x und der Basisfunktion J[k]

Zé z[n + k] = (6[k], z[n + k) (2.26)

die Synthese nach Gleichung als Faltung von y[n| mit der Basisfunktion
= ylk] - 6[n — k] = y[n] * [n] . (2.27)

Die Signalexpansion ergibt sich als Verallgemeinerung auf Basisfunktionen .
Bilden die zeitverschobenen Versionen dieser Basisfunktionen {¢[n — k|} eine
Basis A™! fiir z, so existiert eine duale Basis A = {@[k — n]}

ng zln + k] = (@[k], z[n + k]) (2.28)
= <%0 —nl, x[k]> = x[n] * §[—n] (2.29)
Zy pln — k] = y[n] = oln]. (2.30)

Die Verwendung des Faltungsoperators wird aus der Schreibweise als lineare
Transformation

7=A- (2.31)
F=i- A" (2.32)

ersichtlich. Die Transformationskoeffizienten ergeben sich als Korrelation rg ,, die
Synthese ergibt sich als Korrelation ry, ., . Da die Korrelation nicht kommutativ
ist

Tay(t) = 1ya(—1), (2.33)

ergibt sich die Synthese als inneres Produkt mit Inversion des Zeitparameters

und damit als Faltung (s. Beweis [A.2.1)).

2.3.2 Biorthogonale und orthonormale Transformationen
Aus

F=A-Z-A'=A-A"'=E (2.34)
folgt die Biorthogonalitétsbedingung

(@i, Sgg> =6[i — j] & G Lg; fiiri# j (2.35)
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Die Basisvektoren ergeben sich nach Gleichung als verschobene Versionen
der Basisfunktionen ¢

@n = 0k —n) = pn(k) (2.36)
&n = @(k —n) = @n(k) (2.37)

Von besonderer Bedeutung ist der Fall einer orthonormalen Basis A, d.h. wenn
. . S ! o
(@i, Fj) = di — j] und |@;] = 1 Vi, j (2.38)
erfiillt ist. Dann gilt
At =A" (2.39)

und somit auch

—

O=g. (2.40)
Orthonormale Transformationen besitzen wesentliche Vorteile:

Energieerhaltung Die Energie eines Signals bleibt bei der Hin- und Riicktrans-
formation erhalten:

E{j-7"} = E{(A-7) (A-)"} (2.41)
=E{A-Z-7" A"} (2.42)

woraus mit Gleichung
=A- A E{z 2"} (2.43)
= E,=E, (2.44)

Da auch die Energie des Quantisierungsfehlers bei der Riicktransformation
erhalten bleibt, kann die Riickwirkung der Quantisierung auf das rekon-
struierte Signal einfach bestimmt werden. Dies erleichtert den Entwurf von
Algorithmen zur optimalen Bitzuteilung.

z

[
<:f? @0) : SBO

Abbildung 2.4: Approximation eines Vektors # durch einen Basisvektor

Dekorrelation Aus der Orthogonalitét <g5i, ggj> = J[i — j] zwischen den Basis-
funktionen folgt auch ihre Unkorreliertheit. Somit werden auch die Abbil-
dungen von 7 auf die Basisvektoren (s. Abbildung unkorreliert zuein-
ander sein; sie beschreiben unkorrelierte Komponenten von .
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Irrelevanzreduktion Fiir eine gute Irrelevanzreduktion mufl das MSE zwischen
Z und seiner Approximation ¥ aus M < N Transformationskoeffizienten
minimiert werden. Mit

2
MSE =E <f— > e gﬁk> — min (2.45)

k<M

ergibt fiir die optimalen Koeffizienten y;

OMSE . S S !
5n = ("2 E (sc - gok> ‘G p =0 (2.46)
Y
k<M P
' €
=FE{¢- g} =0k<M (2.47)

Gleichung besagt,daB fiir die optimale Approximation der Approxima-
tionsfehler €, der sich aus den nicht verwendeten Basisvektoren zusammen-
setzt, orthogonal zu allen fiir die Approximation verwendeten Basisvektoren
ist (Orthogonalitdtsprinzip, s. [Han97]). Daraus leitet sich induktiv eine or-
thogonale Basis fiir die Transformation ab.

2.3.3 Von der Transformationscodierung zur Subraum-
zerlegung

Der Grundgedanke bei dem Einsatz der Transformationscodierung zur Daten-
kompression besteht in der Transformation von ¥ € V aus der Basis E in eine
Basis A, die den statistischen Bindungen zwischen den Elementen x,, besser ent-
spricht. Im Idealfall sind die Basisvektoren die Hauptachsen von V (s. Abbildung
2.9).

Anhand der optimal dekorrelierenden zweidimensionalen Transformation soll
diese Hauptachsentransformation genauer dargestellt werden. Die Wahl N = 2
ergibt sich aus der Unabhéingigkeit der Basis A von den Korrelationen in Z, die fiir
N > 2 nicht mehr gegeben ist. Zudem erlaubt dieser Fall eine einfache grafische
Darstellung. Anhand dieses Beispiels wird der Ubergang zur Subraumdarstellung
gezeigt, in welcher das Signal in verschiedenen Auflésungsstufen dargestellt wird.
Die Umsetzung dieses Ansatzes fithrt letztendlich zur Wavelet- bzw. Wavelet-
Package-Transformation.

Die optimal dekorrelierende Transformation im R?. Fiir die Analyse der
statistischen Bindungen zwischen benachbarten Abtastwerten miissen diese paar-
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weise ausgeblendet werden. Diese Ausblendung erfolgt durch die Basisfunktionen

poln] = d[n] (2.48)
p1[n] = d[n — 1] (2.49)

wobei nur jeder 2. Transformationskoeffizient verwendet Wirdﬂ

= (z[n], 6[n — 2k]) (2.50)
2k+1 (z[n],d[n — 1 — 2k]) (2.51)
(2.52)

Das Ergebnis einer solchen Ausblendung ist in Abbildung [2.5| dargestellt. Fiir li-

4 o(t) s 2k + 1]

2

4 f "2 [2K)
S

Abbildung 2.5: Korrelationen fiir benachbarte Werte eines Audiosignals (links);
rechts: Wertepaardarstellung benachbarter Werte.

neare statistische Abhéngigkeiten beschreibt der Vektorraum V von {z[2k], x[2k+
1]} = # € R? ein elliptisches Gebiet, welches durch die Kovarianzmatrix von #
beschrieben wird:

Co = E{ (7= i) - (7~ i)" } (2.53)

Der Mittelwert i, kann vernachléssigt werden, da er nur eine Verschiebung von
Vj im R? bewirkt. Somit folgt

Coo (i B ) = (e ) 251

Mit rgg = r11 und r19 = ro1 ergibt sich nach der Normierung durch 7y

o 1 700

?Dies entspricht der spiter eingefiihrten Unterabtastung/Hochtastung.
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Mit dieser Matrix 148t sich der (normierte) Vektorraum Vj (s. Abbildung
im R? implizit durch

Vo= Vo(zo,71) | (z0- € +21-€) Cap (w08 +a1-61)" <1 (2.56)
:VQ(IE(),.Tl) ‘ x%—i—aﬁ—i—proxl < 1 ‘
definieren. Nach dem Satz iiber Hauptachsentransformationen ([KHGS86]) erge-

A€ AC] €1

¥o Vo - Do Vo o
Vo AT A f
_}_ > + == >
+ 1t “ K 4 € €o
— + — —
¥1 ¥1 Y1

0o—1 0=0 0o— —1

Abbildung 2.6: Interpretation der KLT als Hauptachsentransformation im R2.

ben sich die Hauptachsen von Vy und damit auch die optimalen Basisvektoren
g fiir die Darstellung von & als Eigenvektoren von C,,. Aus der Losung des
Eigenwertproblems

ergeben sich die (normierten) Eigenvektoren und zugehorigen Eigenwerte
. 1
Qo = NG (1,1) Ao =140 (2.58)
1

Die Eigenwerte entsprechen den Varianzen der Transformationskoeffizienten. Im
Bereich der linearen Transformationen ist diese Transformation als Karuhnen-
Loeve-Transformation (KLT, s. [Nol00c|,[Knd98]) oder in etwas abgewandelter
Form als Principal Component Analysis (PCA) bekannt. Interpretiert man die
durch die Eigenwerte gegebenen Varianzen der Transformationskoeffizienten als
mittlere Gewichtungen der Basisvektoren ; bei der optimalen Rekonstruktion,
lassen sich anhand der Grofle der Eigenwerte die fiir die Représentation bedeu-
tenden Basisvektoren extrahieren. Diese werden von der PCA als zueinander
unkorrelierte principal components des Signals betrachtet. Fiir die oben angege-
benen Eigenwerte i.A. von g ergibt sich z.B. fiir o — 1 = Ay = 2 und \; = 0. Der
Basisvektor gy stellt dann die wichtigste Komponente (s. Abbildung dar.

Die Erweiterung des Prinzips der PCA auf die Eigenwertzerlegung von zen-
tralen Momenten héherer Ordnung fiithrt zur Independent Component Analysis
(ICA), welche dementsprechend statistische Bindungen hoherer Ordnung bertick-
sichtigt.
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2.4 Die Wavelet-Transformation

2.4.1 Die Wavelet-Package-Transformation

Die Abbildung von Z € Vy C R? auf die Basisvektoren 3 und @; (s. Abbildung
a8t sich auch als Abbildung von & auf die eindimensionalen Subvektorraume
V1 (mit der Basis @p) und W (mit der Basis ¢;) durch die Transformation A
sehen:

Tvo = (@0, T) - G (2.60)
Two = (¢1,7) - @i (2.61)

Die Anwendung der Synthesegleichung
7= (o, ) g0+ (B1.7) - &1 (2.62)
zeigt, dal V| sich als Vereinigung der Unterrdume

Vo=V, oW, (2.63)

ergibt.

Die Erweiterung dieser Zerlegung auf Vektorriume Vy C R*¥ durch Anwen-
dung einer Transformation A’ mit entsprechend dilatierten Basisvektoren fiihrt
zu N-dimensionalen Subvektorrdumen V; und Wy, die wiederum zerlegt werden
konnen. Die fortschreitende rekursive Zerlegung der Vektorrdume V,, und W,
ist das Prinzip der Wavelet-Package-Transformation. Die rekursive Anwendung
der dilatierten Transformation entspricht dem auf Seite 22| dargelegten Gedanken
der Multi-Resolutional Analysis.

2.4.2 Die Wavelet-Transformation

Signale natiirlichen Ursprungs sind in der Regel stark korreliert; nach [Ohm99)
konnen z.B. Bildsignale durch in horizontale und vertikaler Richtung separierte
AR(1)-Modelle mit Korrelationskoeffizienten o = 0.9...0.98 modelliert werden.
V; entspricht dann den in Abbildung links dargestellten Fall fiir o — 1.
Fiir diesen Fall stellt V41 eine starke Approximation von V,, dar, Wy, die
Differenz oder Ergénzung zu V). Eine weitere Zerlegung von W, bringt dann
wenig Nutzen, da zum einen die Energie der Abbildung auf W, deutlich gerin-
ger ist als die der Abbildung auf Vj;,;. Zum anderen werden die verbleibenden
statistischen Bindungen eher in der Approximation zu finden sein. Durch die Be-
schriankung der weiteren Zerlegung auf den Approximationsraum V,, ergibt sich
als Sonderfall der Wavelet-Package-Transformation die Wavelet-Transformation.
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Das Signal wird in Approximation und Differenz zerlegt, wobei dieser Vorgang
fiir die Approximation rekursiv wiederholt wird.

Vo=V, &W,

= (Vo & Wy) & W, (2.64)

=VyeWyo...0W,

Liest man Gleichung als Synthese, so erfolgt die Rekonstruktion durch eine
schrittweise erfolgende Ergéinzung einer Approximation durch die Differenz zur
Approximation auf einer hheren Detailstufe. Dies entspricht genau der Definition
des Prinzips einer progressive Darstellung.

Fiir die in Abbildung dargestellte einstufige Zerlegung von x € V in die
Approximation ¢; € V; und die Detailkomponente d; € W, ergibt sich

o0

alk] = Y all] - ol — 2k] = [2Kk] * Go[—2K] (2.65)
difk] = > xll] - ¢ofl — 2k] = x[2K] * 1 [—2Kk] (2.66)

als Faltung mit den zeitinvertierten dualen Basisfunktionen (Korrelation!) und
Unterabtastung, die inverse Transformation (Synthese) ergibt sich zu

zln] = ) eilklpoln — 2k] + Z do[K]r[n — 2K], (2.67)
k=—o00 k—foo
App'ro;i:natzon Detazlkomponente

und somit als Faltung der 1 : 2 hochgetasteten Approximations— bzw. Detailkom-
ponente mit den Basisfunktionen

2] = ¢ [%n} v oln] + do Bn] v o1l (2.68)

Aus Gleichung wird deutlich, da8 die um 2k verschobenen Basisfunktionen
eine Basis fiir die Approximation bzw. Detailkomponente in V; bilden miissen.
Die Biorthogonalitédtsbedingung lautet somit

<<P0/1[n]u @0/1[” - 2k]> = 5[k5] (2-69)

Da die Basisfunktion ¢g[n] eine Abbildung auf eine (durch die Unterabtastung
gestauchte) Approximation bewirkt, wird sie im Rahmen der Wavelet-Transfor-
mation auch als
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Skalierungsfunktion ¢ ,k| = pok — n] bezeichnet.
Die auf die Detailkomponente abbildende Basisfunktion wird aufgrund des
typischen Zeitverlaufs (,kleine Welle“, s. Abblldung als

Waveletfunktion 1, n[k| = o1k — n] bezeichnet.

Die weitere Zerlegung durch Anwendung von [2.65| bzw. [2.66] auf die Approxima-
tion ergibt (exemplarisch fiir co[n]) .

ca[n] = c1[2n] * p[—2n] (2.70)
= (x[20] * g[=21]) * ¢[=2n] [1=2n - (2.71)

Ist die Biorthogonalitétsbedingung (Gl. [2.69)) erfiillt, so entspricht dies
= |@[20]| - x[k] * @ [—27"k] |k=tn - (2.72)

Fiir |¢[21]| ergibt sich

|pl21]| = ¢/ ([21], pl21]) (2.73)
= ;< [, @[]) |v=2 (2.74)
1 . 1 . :
= 7z |oll]] = 72 (normierte Basis!) (2.75)
Damit ist
coln] = 2722 [k] * B[—27 K] [pean (2.76)

Die weitere Zerlegung 148t sich somit auch durch Anwendung der dilatierten
Basisfunktionen und anschlieBender Unterabtastung realisieren.

o

O =27 Z 2[l] - 27" Dk — 2] (2.77)

—V2.2°% i 27"k — n)] (2.78)
l=—00

=275 Y afl] - Gol-(27"k — n)] (2.79)

wobei sich die Basisfunktion auf der 0. Zerlegungsebene! zu

NI

@o[n] = 22 - $1[2n] (2.80)

IFiir die in Abbildung [2.6 verwendete Basis (Haar-Basis!) ergibt sich ¢ ,[k] = 6[k — n]!
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ergeben. Sind zudem ¢ und 1 orthogonal zueinander, gilt dies auch analog fiir
die Detailkomponente, so dafl die Waveletzerlegung mit den dilatierten Versionen
der Basisfunktionen ausgedriickt werden kann

Pmalk] =277 -0 27"k —n) (2.81)

U k] =277 -4 (277K — ) (2.82)
durch

Cp = <g%mn[k‘},x[k]> (2.83)

= (Y], 2[k]) (2.84)

Die Synthese ergibt sich fiir eine M-stufige Zerlegung dann zu

z[k] = (cun] soMn>+Z<d |, Vi) (2.85)

Approzximation ~
Detailstufen

Die dual-scale-Gleichungen

Ein direkter Zusammenhang zwischen den diskreten und kontinuierlichen Wavelet-
und Skalierungsfunktionen ergibt sich aus den auch als dual-scale-equations be-
kannten Gleichungen

pol(t) = Z e1[n] - po(2-t —n) (2.86)
Z i) - o(2-t —n). (2.87)

Die diskreten Wavelet— und Skalierungsfunktionen entsprechen, wie im Abschnitt
2.4.3| gezeigt wird, den Koeffizienten der Synthesefilter go und ¢;. Explizit einge-
setzt ergibt sich

o0

po(t) = > goln] - o(2-t—n) (2.88)
Uo(t) = Z gi[n] - ¢o(2-t —n) (2.89)
(2.90)

Riidiger Knorig 32

178769



2.4. WAVELET-TRANSFORMATION KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

und damit ein Zusammenhang zwischen den Filterkoeffizienten und den konti-
nuierlichen Waveletbasisfunktionen. Dieser Zusammenhang kann einerseits zur
Kontrolle der Zusammengehorigkeit von gewéhlten Filterkoeffizienten und Basis-
funktionen genutzt werden, andererseits kann mit Hilfe von Gleichung aus den
Filterkoeffizienten des Synthesehochpaffilters und der Skalierungsfunktion ¢(t)
ein Ausdruck fiir die Waveletfunktion ¢(¢) bestimmt werden. Zudem kann an-
hand dieser Gleichungen (s. Beweis zum Theorem 4.3 aus [VK95]) daraus die
spéater ndher erlauterten FDAC- und PR-Bedingungen und der fiir orthonormale
Basen giiltige Zusammenhang

Unln] = (=1)" - @[l —n (2.91)

gefolgert werden.

Die kontinuierliche Wavelet-Transformation

Bei einer hinreichenden Anzahl an Zerlegungen M wird die Approximation V
schliefllich zum Nullvektorraum werden; somit 148t sich die Synthese auch als

ek =D ) dmn - Ymnlk] (2.92)

Vn m=0

schreiben. Das Signal ergibt sich als Uberlagerung von um m dilatierter und um
n verschobener Waveletfunktionen. In der Erweiterung von Gleichung

A = /_Oo 2(t) - \/%zﬂ (2%(15 _gm. n)) dt (2.93)

o0

auf kontinuierliche Dilations- und Translationsparameter o und 7 ergibt sich die
kontinuierliche Darstellung der Analysegleichung

oo Va

Die bei der endlichen diskreten Zerlegung auftretende Approximation stellt folg-
lich ein Residuum der Wavelet-Zerlegung dar. Somit werden in der Approximation
die noch nicht erfafiten statistischen Bindungen vorhanden sein. Dies sollte bei
der Quellencodierung beriicksichtigt werden, z.B. durch Anwendung einer Block-
transformation bzw. Pradiktionscodierung.

W (o, ) :/Oo () - = (é(t—f)) dt (2.94)

2.4.3 Diskrete Realisierung als Teilbandcodierung

Entsprechend den Gleichungen [2.65] und [2.66] 18t sich die einstufige Zerlegung
durch Faltung mit den zeitinvertierten dualen Basisfunktionen ¢ und v und an-
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schlieBender 2 : 1-Unterabtastung realisieren,

x[2n] * @o[—2n] = z[l] * ho[l] | 1=2x (2.95)
z[2n] * o[—2n] = z[l] * ha[l] | 1=2n (2.96)

co[n]

d() [n]

Die Transformationskoeffizienten ergeben sich durch die Anwendung von FIR-
Filtern (s. [Nol98b]) ho und h; und anschlieBender Unterabtastung.

Die Synthese erfolgt nach Gl. durch Faltung der 1 : 2 hochgetasteten
Approximations— und Detailkomponenten mit den Basisfunktionen ¢ und v bzw.
analog durch Faltung mit den Synthesefiltern g, und ¢,

2[n] = o] * o Bn] 4[] % do Bn} (2.97)
— goln] * co Bn} + g1l * do Bn] | (2.98)

Aus der Kombination einer einstufigen Zerlegung nach den Gleichungen [2.95
und und der zugehorigen Synthese nach Gleichung [2.98] entsteht eine Struk-
tur, die im Rahmen der Teilbandcodierung als kritisch abgetastete zweikanalige
Filterbank bekannt ist (s. Abbildung

hi[n] 4"—"—“U1[n] d [ ] ol g1[n] filn

ho[n] goln] To[n]

Abbildung 2.7: Kritisch abgetastete zweikanalige Filterbank mit Rekonstrukti-
onsstufe

Die weitere Zerlegung kann durch eine Kaskadierung der Filterbanke fiir die
Approximation realisiert werden, womit sich die in Abb. dargestellte Struk-
tur ergibt. Ein Beispiel fiir die eher klassische Verwendung solcher Filterbank-
Kaskaden im Rahmen einer Teilbandcodierung ist das ATRA(ﬂ-Komprimierungs—
verfahren von Sony fiir die MiniDISC (s. [ATRO03] und [T'SS™T92]).

Aus dem in Gleichung dargestelltem Zusammenhang zwischen diskreter
Wavelet- und Skalierungsfunktion orthonormaler Basen

giln] = (=1)" - go[-n + 1] (2.99)
= [go[~(n — 1)]] * cos(nm) (2.100)

3 Adaptive TRansform Acoustic Coding
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folgt im Frequenzbereich

= G1(jQ) = [G5(j(Q = 7)) - €77 % 6[Q — 7] (2.101)
=Gy(j(Q—m)) e (2.102)

woraus nach der Substitution z = e/
Gi(2) = =Go (—z") - 2" (2.103)

folgt. Die Multiplikation mit (—1)" = /™ bewirkt eine Modulation, die Zei-
tinvertierung und die Verschiebung ergeben sich aus dem Beweis zum Theorem
4.3 ([VKO95]). Ist Go(j€2) ein TiefpaB, so ist G1(j€2) mit dieser Festlegung ein
HochpaS.

hl[’l’L] 2 > dl [n]

—©
mfn] ({2

holn) (12— czln

Abbildung 2.8: Realisierung der diskreten Wavelet-Transformation als Teilband-
codierung mit Oktavbandunterteilung

Die Zerlegung eines Signale in seine tief- und hochfrequenten Anteile be-
wirkt,wie Abbildung exemplarisch zeigt, die gewiinschte Zerlegung in Ap-
proximation und Detailkomponente.

Abbildung 2.9: Frequenzraumzerlegung eines Bildes (links) in die approximieren-
de Tiefpaflkomponente (mitte) und die (verstirkte) HochpafSlkomponente (rechts)
als Detailkomponente.
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Typisch fiir die Wavelet-Transformation ist die Unterteilung des Frequenz-
bandes in Oktaven ( Abb. [2.10)), die durch die rekursive Anwendung der Hoch-
und Tiefpasse auf den unterabgetasteten TiefpaBibereich das Frequenzspektrums

entsteht.
)

4 X (9

| T | i7r Q
I 14 19 I
[} [} [} [}
|. .l. .l [}
Bz vy |
=_ i j
" V1 T 1/)1 "1

Abbildung 2.10: Frequenzbandunterteilung durch die Wavelet-Transformation

Zusammenfassend gilt fiir die Filterimpulsantworten

p1[n] = go[n] ¢1[n] = ho[-n] (2.104)
in] = g1[n] di[n] = hi[-n] (2.105)
(2.106)

¢1[n] = go[n] = hi[—n] (2.107)
Yi[n] = gi[n] = hi[—n] (2.108)
giln] = (=1)" - go[-n + 1], (2.109)

Hoy(z) = Go (271) (2.110)
Hi(z) =G (271) (2.111)
Gi(2) = =Gp (=27 - 27" (2.112)

2.4.4 Gewiinschte Filtereigenschaften
Bei der Auswahl der Filter sind folgende Kriterien von Bedeutung;:

FIR-Filter Fiir die Darstellung endlicher Funktionen als gewichtete Uberlage-
rung verschobener Basisfunktionen miissen die ihnen entsprechenden Filte-
rimpulsantworten sich als nichtrekursive FIR-Filter endlicher Lénge darstel-
len lassen; zudem laft sich eine lineare Phase nur mit FIR-Filter realisieren
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(s. unten). Fiir die Pol/Nullstellendarstellung der Filtertransferfunktionen
in der z-Ebene (s. [Nol98c]) bedeutet dies, dafl sich alle Polstellen im Ur-
sprung befinden miissen.

Reellwertige Impulsantwort Da iiber die Basisfunktionen reellwertige Signale
dargestellt werden, sollten diese selbst reellwertig sein. Diese Bedingung ist
erfiillt, wenn das Spektrum symmetrisch ist bzw. die Pol- und Nullstellen
entweder rein reell oder konjugiert-komplex auftreten.

,»Glattheit* der Basisfunktionen Genauere Visualisierungsverfahren wie das
Raytracing-Verfahren setzen voraus, dafl auch der Gradient und damit die
erste Ableitung der Basisfunktionen stetig sind. Soll diese Bedingung auch
fiir die Randbereiche der Basisfunktionen erfiillt sein, miissen diese minde-
stens C'(2)-kontinuierlich sein (s. [Fel88al).

Lineare Phase Wenn alle Frequenzkomponententen gleichzeitig am Ausgang
des Filters erscheinen sollen, miissen Gruppen- und Phasenlaufzeit identisch
und konstant sein

Q
tpn = tor = —% < const. (2.113)

Dies ist vor allem fiir die Bildsignalverarbeitung wichtig, um ein Zerflie-
Ben von scharfen Konturen mit entsprechender spektraler Ausdehnung zu
verhindern. Im Frequenzbereich ergibt sich daraus die Forderung

H(jQ) = A(Q) - e~ Itrnt (2.114)

H(jQ) = A(Q) bzw. H(j) = jA(Q) ergibt sich, wenn die Impulsantwort
der Filter symmetrisch bzw. antisymmetrisch ist.

h[n] = h[(L — 1) — n]bzw. h[n] = —h[(L — 1) — n] (2.115)
mit hln] ={ho...hr_1}
= H(z) =+ H(z) (2.116)

Die Pol/Nullstellen miissen somit gespiegelt zum Einheitskreis liegen, zu
jeder Pol/Nullstelle z/, = - e/¥ muB eine Pol/Nullstelle zq, = 1/r- 7% exi-
stieren. Da fiir stabile Filter die Polstellen im Einheitskreis liegen miissen,
kénnen nur FIR-Filter linearphasig sein.

Kompakter Support im Frequenzbereich Fiir das ausgewéhlte Darstellungs-
verfahren werden die Fouriertransformierten der kontinuierlichen Basisfunk-
tionen verwendet. Fiir die numerischen Berechnungen im Frequenzbereich
ist deshalb ein zumindest endlicher Support im Frequenzbereich bzw. ein
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rasch abfallender Amplitudenfrequenzgang wiinschenswert, um den Einflufl
der durch die diskrete Signalverarbeitung bedingten spektralen Wiederho-
lungen vernachléssigen zu kénnen.

Kompakter Support im Ortsbereich Die Faltung ist nur dann problemlos
durchfithrbar, wenn die Signalldnge grofer ist als die Filterldnge. Da bei der
Zerlegung die Filter auf ein immer stédrker kontraktiertes Signal angewandt
werden, reduziert eine grofe Filterlange die praktisch sinnvolle Zerlegungs-
tiefe. Bedingt durch die Unschérferelation ist diese Anforderung kontrér zu
vorherigen Forderung nach einem kompakten Support im Frequenzbereich.

QMF,CQF und biorthogonale Filter

Die Unterabtastung ist nur dann problemlos moglich, wenn die Bandbreite der
hoch- bzw. tiefpaBgefilterten Signale By < 7/2 ist. Wenn das Signal im Durch-
laBBbereich der Filter nicht verzerrt werden soll, miissen ideale Hoch/Tiefpasse
(sinc-Wavelet, s. Abb. verwendet werden. Die Darstellung des sinc-Wavelet
auf Seite zeigt, das die Basisfunktionen zeitlich unendlich ausgedehnt sind.
Mit endlichen Filterlangen kénnen, wie nach der Unschérferelation (s. [A.1.1)) zu
erwarten war, keine Hoch- bzw. Tiefpésse mit unendlich steilen Flanken realisiert
werden (s. Abbildung [2.20)).

Dieses Problem wurde im Rahmen der Teilbandcodierung fiir kritisch abge-
tastete zweikanalige Filterbdnke (s. [Nol00d],[JN89]) bereits untersucht. Von der
Filterbank, die in Abbildung mit ihrer Rekonstruktionsstufe dargestellt ist,
wird gefordert, das ihr Ausgangssignal Z[n] bis auf eine Verzogerung L dem Ein-
gangssignal z[n] entspricht.

Zn| = x[n — L] = z[n| * é[n — L] (2.117)
X(2)=X(z)-2z7F (2.118)
Das Ausgangssignal setzt sich additiv aus dem Ergebnis des oberen Zweiges Z1[n]
und dem Ergebnis des unteren Zweiges Zo[n] zusammen. In beiden Zweigen findet

zwischen Analyse- und Synthesefilter eine Unter- und anschliefende Hochtastung
statt. In ihrer Kombination bewirken sie, daf8 jeder 2. Abtastwert aus ug,1[n] in

Riidiger Knorig 38
178769



2.4. WAVELET-TRANSFORMATION KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

vo,1[n] auf Null gesetzt wird.

vo/1[n] = ugy1[n] - 2[n] (2.119)
= ugp[n] - %[1 + cos(mn)] (2.120)
. 1 . 1
Vi () = 3= (o (790 5 (2006 + B(82 = ) + 52 + 7))

(2.121)

= % (Uo/l(jQ) * % (2m6(2) + 2m[6 (2 — W)])) (2.122)

= & (U0 (G) + U (G2 ) (2.123)

B % (Uoya () + Uopr (€ - e777)) (2.124)

Die z-Transformierte ergibt sich iiber die Substitution z = e/

(Uoi(2) + Uopa(—2)) (2.125)

N | —

Vo (592) =
Uos1(j€2) ergibt sich aus der Anwendung von Hy,;(j€2) auf X (jQ2)

Uo/1(j€2) = X (j) - Hop1(j€2) (2.126)
Xo/l(jQ) ergibt sich aus der Anwendung von Gy, (j€2) auf Vg1 (5€2)

Xoj1(5Q) = Vo () - Gon (§Q) (2.127)

Somit ergibt sich die z-Transformierte des Ausgangssignals zu

X(jQ) :%X(z)~[Go(z)-Ho(z)+G1(z)-H1(z)]+ (Signalanteil)  (2.128)

%X(—z) -[Go(z) - Ho(—2) + G1(2) - Hi(—2)] (Aliasanteil)
(2.129)

Gleichung beschreibt die Tief/Hochpaflanteile, die nach der Unterabtastung
durch die Kombination aus Hochtastung und Synthesefilter interpoliert werden.
Gleichung beschreibt die durch die endliche Trennschirfe der Analysefil-
ter und der daraus resultierenden Verletzung des Abtast-Theorems bei kritischer
Abtastung in den ,anderen* Bereich geratenen Frequenzanteile, die durch die
Tief/Hochtastung zuriickgefaltet worden sind (Alias, s. [Nol0Od|). Fiir eine per-
fekte Rekonstruktion mufl der Signalanteil die durch Gleichung definierte
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Bedingung (Perfect Reconstruction,PR-Bedingung) erfiillen und der Aliasanteil
verschwinden (Frequency Domain Alias Cancelation, FDAC-Bedingung).

Go(2) - Hy(2) + G1(2) - Hi(2) = 227" (PR-Bedingung) (2.130)
Go(2) - Hy(—2) + G1(2) - Hi(—z) = 0 (FDAC-Bedingung) (2.131)

Fiir die PR-Bedingung gilt mit Gleichung [2.103| und der Substitution P(z) =
Go(z) - Ho(2)

P(z)+ P(—2) =2z"" (2.132)
P(iQ) + P(j(Q =) = P(jQ) % 6, () = 2e771. (2.133)

P(jw) muB (abgesehen von der Phase) in Uberlagerung mit seiner um 7 verscho-
benen Version konstant 2 ergeben. Im Zeitbereich gilt nach der Riicktransforma-
tion

pln] - d2[n] = d[n — L] (2.134)
die 1. Nyquistbedingung (s.[Nol00d]). Resubstituiert man
pln] = goln] * ho[n] = ¢[n] x @[n] (2.135)
so erhélt man nach dem Umschreiben des Faltungsausdrucks in eine Korrelation
{(plk], [n — k]) - 6a[n] = 6[n — L] (2.136)
die Biorthogonalititsbedingung nach Gl.
{p[k — 2n], ¢[k]) = o[n — L] (2.137)

Ansitze mit orthonormalen Basen

Fiir orthonormale Basen gelten die schon in den Gleichungen [2.107 bis 2.112]
dargelegten Zusammenhéange. Historisch gesehen wurden diese Zusammenhénge
im Rahmen der Teilbandcodierung in den im Folgenden néher beschriebenen
Ansétzen umgesetzt, wobei der letztere nur eine Spezialisierung dieser Zusam-
menhénge fiir linearphasige Filter darstellt.

Der CQF-Ansatz Aus den Gleichungen [2.107| bis[2.112|resultiert der allgemei-
ne Ansatz, der als Conjugated-Quadrature-Mirror-Filter-Ansatz ([Nol00d]) histo-
risch aus dem QMF-Ansatz durch explizite Formulierung des Zusammenhangs
go[n] = ho[—n] in Form konjugiert-komplexer Filterpaare entstand.

Go(2) = P1(2) Gi(z) = —®(—271) - 271 (2.138)
Hy(z) = ®1(271) Hi(z) = —®i1(—2) -2 (2.139)
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Mit dieser Wahl ist die FDAC-Bedingung nach Gl. erfiillt
Ho(—2) - Go(2) + Hy(—2) - Ho(—2) = 0 (2.140)
= Py (—271) - Py(2) = Py(2) 2 Dy (—271) 27 =04/, (2.141)
die PR-Bedingung nach Gleichung 2.130]
Go(2) - Ho(2) + Gi(2) - Hy(2) =2 27" (2.142)
ergibt mit diesem Ansatz
Di(z) Py (271) + @1 (—27") - Dy(—2) =2 (2.143)

Alle Filter werden ausgehend vom Tiefpall ®(z) gewihlt, die konjugierten Filter
erhdlt man durch eine entsprechende Faktorisierung ([Nol00d]) des nach Glei-
chung zur Erfiillung der PR-Bedingung ausgesuchten Filters P(z) in Gy(z2)
und Hy(z), so dafl

Hy(2) = Go(z71). (2.144)

Der QMF-Ansatz Der Quadrature-Mirror-Filter-Ansatz ergibt sich aus dem
CQF-Ansatz, wenn linearphasige Filter verwendet werden. Nach Gleichung[2.116
gilt dann (unter der Annahme g[n| = g[—n| = h[n]) fiir die Filter

Go(z) = P1(2) Gi(z) =@ (—2") - =" (2.145)
Hy(z) = &4(2) Hi(z) = —®(—2z1) - 271, (2.146)

Es kann allerdings gezeigt werden ([VKO95], Beweis 3.12), dafl auler der Haar-
Basis keine reellwertige,orthonormale und linearphasige Basis existiert, die ei-
ne perfekte Rekonstruktion ermoglicht. Da die Haar-Basisfunktionen nur C(0)-
kontinuierlich sind, kénnen allerdings die fiir einige Darstellungsverfahren wich-
tigen Gradientenfunktionen nicht definiert werden.

Biorthogonaler Ansatz Die Erfiillung der Biorthogonalitéitsbedingung allein
fithrt, wie oben gezeigt, zur Erfiilllung der PR-Bedingung. Durch den Verzicht
auf eine orthonormale Basis miissen die Analyse- und Synthesefilter nicht streng
nach dem Kriterium aus GI. gebildet werden. Fiir die Faktorisierung von
P(z) (s. Gl bestehen so mehr Freiheiten zur Bildung der Filter. Allerdings
weisen die biorthogonalen Filter alle im Abschnitt aufgezeigten Nachteile
auf. Sie werden aber wegen des moglichen linearen Phasengangs trotzdem gerade
in der Bildsignalverarbeitung bevorzugt eingesetzt.

Die Filter werden ausgehend von einem P(z) = Hy(z) - Go(z), welches GI.

2.132| erfiillt, gemé&f

Hi(2) = Go(—=271) - 27! (2.147)
Gi(z) = Hy(—27Y) - 271 (2.148)
gewahlt.
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2.5 Die verwendeten Wavelets

In diesem Abschnitt werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Wavelets
und die Kriterien ihrer Auswahl vorgestellt.

2.5.1 Haar-Wavelet

Die diskreten Basisfunktionen des Haar-Wavelets wurden schon auf Seite 28] als
Basisfunktionen der optimal dekorrelierenden Transformation fiir N = 2 in den
Gleichungen und hergeleitet. Entsprechend den Gleichungen und
ergeben sich die Filterkoeffizienten zu

Holz] = —=- (1 +2) Golz] = —= (1+271) (2.149)

Hi[z] = —(1—-2) Gils]=—=(1-27"), (2.150)

(2.151)

wenn fiir Hin- und Riicktransformation der Faltungsoperator verwendet wird.
Wenn fiir die Hintransformation die Korrelationsdarstellung verwendet (s. Ab-
schnitt , sind die Koeffizienten identisch, da die die Haar-Basis orthonormal
ist. Somit sind auch die dualen Basisfunktionen ¢ und 1; identisch zu ¢ und v,
die durch

po(t) =T (t - %) (2.152)
Po(t) =M1 (t - i) « [0(t) — ot — %)} (2.153)

gegeben sind. Anhand ihrer grafischen Darstellung (s. Abbildung [2.11]) kann die
C'(0)-Kontinuitat und die Erfillung der dual-scale-Relationen

o(t) = V2 [90[0] - o(2t) + go[1] - (2t — 1)] (2.154)
=2. [% - p(2t) + % (2t —1)] (2.155)
bo(t) = V2 [g1[0] - p(2t) + gi[1] - (2t — 1)] (2.156)
=2 [% L p(21) — % (2t —1)] (2.157)

leicht tiberpriift werden.
Die fiir das gewéhlte Visualisierungsverfahren wichtigen Fouriertransformier-
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4 po(t) 4 |@o(w)
1 =t ~ 2~ w
4 1o(t) 4 [Wo(w)|

- g vaA’QW >

Abbildung 2.11: Die kontinuierlichen Haar-Basisfunktionen im Zeit- und Fre-
quenzbereich.

ten der Basisfunktionen ergeben sich zu

Bo(jw) = si (g) eI (2.158)
Wo(jw) = i - o ()" it (2.159)

(%)

und sind ebenfalls in Abbildung dargestellt. Diese Gegeniiberstellung zeigt,
das die Haar-Basis zwar die hochste ortliche Lokalitdt aufweist (supp@(t) =
supp(t) = 1), bedingt durch die Unschérferelation aber gleichzeitig die geringste
Lokalitdt im Frequenzbereich aufweist (sin(@)/z-Verlauf, supp ®(w) =supp ¥(w) =
00. Dies zeigt sich auch im Frequenzgang der Analysefilter

1
Ho(z) = —= - (1 4+ z) = Nullstelle bei z = (—1) (2.160)
V2
1
Hi(z) = — (1 —2) = Nullstelle bei z = (1), 2.161
1(2) 7 (1-2) (1) (2.161)
aus denen nach Resubstitution z = e/ die ZDFT-Transformierten
H(jQ):i[lJrejQ] = V2 cos LA (2.162)
’ V2 2 Ph. |
—_— ase
Betrag
. 1 Q) AY (257)
Hl(jQ):—Q [1— ¢ — /2 -sin 3 el (2.163)
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folgen. Diese Darstellung zeigt auch deutlich die Linearphasigkeit der Filter. Wie
schon im Abschnitt dargelegt ist die Haar-Basis die einzige linearphasi-
ge orthonormale Basis, welche eine perfekte Rekonstruktion garantiert. Da die

|Ho(59)] -
________ i_d_(;zal /\
\/ " R{z}
:ﬂ - 0
|H,(59)] 2 -
id§&ll ________ /\
! \\/ R{z}
!7r ,F )

Abbildung 2.12: Amplitudenfrequenzgang und Pol/Nullstellenplan der Haar-
Analysefilter (o-Nullstellen, x-Polstellen).

der Haar-Basis entsprechenden Filter QMF-Filter sind, kann fiir die Faltung die
in Abbildung dargestellte Kaskade zur Durchfithrung der Faltung verwendet
werden. Dieses Prinzip wurde auch in der Implementierung verwendet; im Folgen-
den ist der C++-Code fiir eine eindimensionale, einstufige Haar-Waveletzerlegung
des N-Werte-Vektors daten aus der HaarWavelet-Klasse dokumentiert.

int 1=0;

// Nh=N/2

for (int k=0;k<Nh;k++)

{
T x0=data(l++);
T xl=data(1l++);
data (k)=(x0+x1)*sqrt2inv;
// die Hochpasskomponenten muessen
// in buffer zwischengespeichert werden
buffer (k)=(x0—x1)*sqrt2inv;

}

data (Range(Nh,N—1))=buffer;
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Abbildung 2.13: Schema der schnellen QMF-Faltung fiir das Haar-Filter.

2.5.2 B-Spline Wavelets.

Das Haar-Wavelet selbst 148t sich der Gruppe der B-Spline-Wavelets zuordnen,
deren Skalierungsfunktionen den aus der Computergrafik bekannten ([Fel88b])
B-Spline-Funktionen entsprechen. Diese definieren sich rekursiv durch Faltung

©o(t) = Nip(t) = Nim—1)(t) * Ni(t) , (2.164)

wobei N;(t) die schon bekannte Skalierungsfunktion des Haar-Wavelets ist. Mit
der Definition des Faltungsintegrals folgt

Nyu(t) = /_ T Np (b= 1) Ni(7) dr (2.165)

= /1 Ny (t—71)dr. (2.166)

Die Skalierungsfunktionen der ersten 3 Vertreter dieses Wavelet-Typs sind in

$NL(t) Ny (t) r\’?)(t)

RN 5 3 5

Abbildung 2.14: Skalierungsfunktionen von B-Spline Wavelets: links: Haar-
Wavelet, mitte: lineares B-Spline Wavelet, rechts: quadratisches B-Spline Wavelet

Abbildung dargestellt. Diese Darstellung zeigt auch einige charakteristische
Eigenschaften der B-Spline Skalierungsfunktionen (teilweise aus [UL95| iibernom-
men):

Wachsende Kontinuitiat Die Kontinuitit der Skalierungsfunktionen wéchst mit
steigendem m: C'(N,,) =m — 1.
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Kompakter Support im Zeit/Ortsbereich Der zeitliche /6rtliche Support der
Basisfunktionen betrégt nur supp N,,, = [0, m].

Positiv definiert. N,,(z) > 0.
Symmetrie. N, (% + t) =N,, (% — t).

Die rekursive Definition der Skalierungsfunktionen durch Faltung nach Gleichung
2.164] fithrt {iber die Beziehung

Non(t) = N (8) 5 Ny (1) & 05" (jw) = 05"V (jw) - @rraer (jw) (2.167)

und der in Gl. [2.158| gegebenen Gleichung fiir die Skalierungsfunktion des Haar-
Wavelets im Frequenzbereich zu

o™ (jw) = si (g) LeIgm (2.168)

fiir die Fouriertransformierten der Skalierungsfunktionen. Dies gilt analog auch
fiir ihre diskrete Entsprechung

G =0+ =0+ 1+ (T+27) . (2.169)

Jede Steigerung von m entspricht somit dem Hinzufiigen einer weiteren Nullstel-
le bei z = —1 (s. Abbildung und damit einer Verbesserung der Tiefpaflei-
genschaften des Filters. Wie auch in [UL95] hervorgehoben wurde, existiert ein
analytischer Ausdruck fiir die Koeffizienten des Rekonstruktionsfilters Go(z):

9" [n] = 95" ] * 95" ] (2.170)

=2 s ( Z‘ ) fir 0 <k <m (2.171)

Allerdings sind die Wavelets fiir m > 1 nicht mehr orthogonal. Die Wavelet-
funktionen an sich geniigen 1t. [UL95| folgenden Eigenschaften:

Wachsende Kontinuitidt Die Kontinuitit der Skalierungsfunktionen wéchst mit
steigendem m: C'(N,,) = m — 1 (s. Abbildung [2.15)).

Kompakter ortlicher/zeitlicher Support. supp (™ (t) = [0, 2m — 1].

Symmetrie. Die Wavelet-Funktionen sind symmetrisch fiir gerade m und anti-
symmetrisch fiir ungerade m (Beispiel Haar-Wavelet!)

(m) =
(m) 0 ( m—1 t> -m 2k
; 2 2.172
% () { (()m)(2'm—1—t) : m=2k+1 ( )
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Das lineare B-Spline Wavelet (biorthogonal).

Fiir m = 2 erhélt man das lineare B-Spline-Wavelet mit der charakteristischen
,Hut“-Funktion als Skalierungsfunktion (s. Abblldung . Die Filterkoeffizien-
ten des zugehorigen Synthesefilters G(z) ergeben sich (bis auf einen Shift um
-1) nach Gleichung [2.171] zusammen mit dem in Gleichung aufgefiihrten
AnalysetiefpaB8 Hy(z) ist diese Kombination als Basis des CD)—Wavelet (s.
[RIMI95],[DDLI9]) bekannt.

1 1 1
1 1 3 1 1
H()(Z) = \/5 . (_§22 + 1271 + Z + Z_lz — gZQ) . (2174)

Nach entsprechender Faktorisierung

1
Go(z)=—=-((1+2)-(1+27" 2.175
()= 5 ((142)- (1+27) (2,175

1
Ho(2) = —=-((1+2)-(1+2z" (—z+4—2" 2.176
()= 1 (142 (L7 )) (2,176
erkennt man, das beide Filter eine Doppelnullstelle bei z = —1 besitzen; nach

[VK95] miissen die Filter mindestens eine solche Nullstelle aufweisen.
Die Tiefpésse erfiillen die PR-Bedingung bzw. erste Nyquistbedingung nach

Gleichung
pln) = goln] * holn] = &s[n — L] (2.177)

1 9 9 1
N = = — = —4]. 2.1
{07 167 07 167 ) 167 167 O?} 62[n ] ( 78)

Die zugehorigen Hochpiisse konnen geméif Gl. [2.147] und [2.148| bestimmt werden:

H,(2) —z Y2 (2.179)
% (% (=7 14 % (—2_1)_1) 2t (2.180)
1 1 L1 _2—2
=5 ( R ) (2.181)
Gi(z) = V2- (—%zl - }lz + iz L 22—2 - éz_?’) . (2.182)

Die kontinuierliche Skalierungsfunktion ist die in Abbildung links oben
gezeigte ,, Hut“-Funktion

1= <t
gpo(t)—{ ; s (2.183)

4Cohen-Daubechies-Feauveau biorthogonal wavelets
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Ihre Fouriertransformierte ist entsprechend GI. [2.168

WA 2
Do (jw) = si <§> (2.184)
Die gestrichelten Linien entsprechen der grafischen Umsetzung der dual-scale-

Gleichung fiir die Skalierungsfunktion. Nach diesem Prinzip kann auch das Wa-

$o(t) 4 [@o(w)]

f —97 - 2r w

|Wo(w)]
L ’,’/\\“11 -
]\ g >
IS\ 91 on w

Abbildung 2.15: Die kontinuierlichen Basisfunktionen des linearen B-Spline-
Wavelets im Zeit- und Frequenzbereich.

velet selbst definiert werden; entsprechend den Filterkoeffizienten aus GI. [2.182
lautet die entsprechende dual-scale-Gleichung

1 1 3
Yolt) = V2-V2- [ - 590(275 -3) - ZP(% —-2)+ 190<275 -1)
1 1
- Z@(%) - gcp(Qt +1)] (2.185)
Zusammengefafit ergibt sich die in AbbJ2.15| links unten gezeigte Darstellung der
kontinuierlichen Wavelet-Funktion

Yolt) = —19(2 = 3) — 5p(2t — 2) + Sp(2t — 1)

— o) — 1o+ 1), (2180

die aber auch zu
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umgeformt werden kann. Aus dieser Darstellung 148t sich mit

u(at) & ﬁU (f) (2.188)

«

und der in Gl. [2.184] angegebenen Fouriertransformierten der Skalierungsfunktion
die Fouriertransformierte der kontinuierlichen Waveletfunktion zu

i g (3) e G
(2.189)

bestimmt werden. Alternativ kann die Fouriertransformierte auch aus Gl. [2.186]
bestimmt werden; nach der Umformung in

Volt) = do(2t) % [ — i(é(t 1) 46— 1)

[
—~ %(5 (t+%) +6 (t— %) ) + gé(t)] * 0 (t— %) (2.190)

bestimmt sich die Fouriertransformierte zu

Poljw) = 3 <£>2 ' {_1 (€ +e) = % (/% +e77%) + §] %

2 4 4 2
213 1 1 ‘W
= si <%) L—l ~1 cos(w) — 5 cos (W/z)} e 2

(2.191)

Im Anhang sind Octave-Skripte zur Durchfiihrung der Transformation und
der inversen Transformation im Zeit- und Frequenzbereich enthalten, die der Im-
plementierung in C++ entsprechen. Fiir die Faltung wéhrend der Transformation
kann das Signal auf 4 verschiedene Arten erweitert werden (s. Abb. [2.16)):

Zyklische Erweiterung Die zyklische Form der Faltung entspricht der ,nor-
malen®“ Art der Faltung, wie sie auch durch die DFT mittels Multiplikation
im Frequenzbereich durchgefiihrt wird. Das Signal wird geméf

Tyt (k) = z(mod(k + N, N)) (2.192)

durch zyklische Wiederholung erweitert; dadurch entstehen allerdings Spriin-
ge zwischen den Wiederholungen (s. Abbildung links oben), die im
Frequenzbereich zu hochfrequenten Komponenten fiithren.

Riidiger Knorig 49
178769



2.5. DIE VERWENDETEN WAVELETS KAPITEL 2. KOMPRIMIERUNG

Zero-extension Die Zero-Extension ergibt sich aus der zyklischen Faltung durch
Erweiterung des Signals um einen ,,Null-Rand“, so das die Wiederholungen
weit genug auseinander liegen, um fiir die Faltung

z(k) : 0<k<N

mzero—ext(k) = { 0 sonst (2193)

annehmen zu konnen.

Symmetrische Erweiterung zu 0 Bei dieser Art der Erweiterung wird das Si-
gnal am Punkt 0 gespiegelt und der so entstandenen 2N —1-Block periodisch
fortgesetzt (s. Abbildung rechts oben)

Taymmo. (k) = 2 (N = 1) = | [mod(k, 2 - (N — 1))] — (N = 1)[) .
(2.194)

Auf diese Art und Weise werden Spriinge zwischen den Wiederholungen
vermieden.

Symmetrische Erweiterung zu —0.5 Diese Erweiterung entspricht der Erwei-
terung zu 0 mit dem Unterschied, dafl die Spiegelung am Punkt —0.5 durch-
gefithrt wird.

Iletllstll  offlIntllt

I stll] o]

Abbildung 2.16: Signalexpansion bei der zyklische Faltung (links) und Faltung
mit symmetrischer Signalexpansion (rechts oben: Symmetriepunkt 0, links unten:
Symmetriepunkt -0.5), rechts unten: zero-eztension.

Erstaunlicherweise ergab sich aus der unter Octave ausgefiihrten Evaluierung
der Ubereinstimmung zwischen Rekonstruktion und Original (s. Tabelle fiir
Faltungen mit den aufgezihlten Signalerweiterungen entgegen vieler anderslau-
tender Meinungen in der Literatur (z.B. [Sjo02]) eine deutliche Uberlegenheit der
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zyklischen Faltung gegeniiber den anderen Arten der Signalexpansion. Wihrend
bei Verwendung der zyklischen Faltung im Zeitbereich das Signal nahezu fehler-
frei rekonstruiert wurde traten -wie Abbildung exemplarisch zeigt- bei den
anderen Arten der Signalexpansion Verfilschungen an den Réndern auf. Eine
Erkldrung fiir die Empfehlungen in der Literatur zu symmetrischen Ergéinzung
kann eigentlich nur in einer besseren Datenkompression gefunden werden; durch
die symmetrische Erweiterung werden die sonst entstehenden kiinstlichen Hoch-
pafBlanteile und damit zusétzliche Detailkoeffizienten unterdriickt.

Signalerweiterung Zeitbereich Frequenzbereich

O'2D SNRdB 0'2D SNRdB
symmetrisch zu -0.5 | 7.144-1073 21.952 dB | 5.406 - 1072 | 13.163 dB
symmetrisch zu 0 2.122-1073 27.223 dB | 4.489-1072 | 13.970 dB
zero-extension 29.5999 - 1073 | 35.778 dB | 4.522-1072 | 13.938 dB
zyklische Faltung 1.691-107%2 | 318.210 dB | 4.156 - 1072 | 14.304 dB

Tabelle 2.1: Varianz des Differenzsignal und entsprechender SN R;p zur Signal-
leistung o, = 1.1197 fiir die verschiedenen Arten der Signalexpansion bei Rekon-
struktion im Zeit- und Frequenzbereich.

4 T T | | | |
a[n]

T '%Syrrwn,O [n] ------- |

2 i —

_3 I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140

Sample-Index n

Abbildung 2.17: Rekonstruktion aus einer einstufigen linearen B-Spline Zerlegung
im Zeitbereich. Bei Verwendung einer zyklischen Faltung liegt das Resultat exakt
tiber dem Originalsignal x[n|, die symmetrische Erweiterung um 0 (Zsymm.o[n])
fithrt zu Verfialschungen an den Réndern.

Abbildung zeigt, das die Rekonstruktion im Frequenzbereich leicht vom
Originalsignal abweicht. Diese Abweichung entstehen durch unvermeidbare Fen-
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4 T T T T T I

z[n]
3 | i[n] """" -
2 | , i

0 20 40 60 80 100 120 140

Sample-Index n

Abbildung 2.18: Frequenzbereich-Rekonstruktion aus einer einstufigen linearen
B-Spline Zerlegung mit zyklischer Faltung.

sterungs-Effekte: Die Fouriertransformation geht von unendlich ausgedehnten Si-
gnalen aus. Die unvermeidliche Begrenzung der Signallange auf einen N-Werte-
Block entspricht der Multiplikation der unendlich langen Version des Signals mit
einem Rechteckfenster; im Frequenzbereich erhélt man somit die Faltung des
Originalspektrums mit dem Spektrum des Rechteckfensters. Die Auswirkungen
konnen durch die Wahl eines anderen Fenstertyps mit besserem Frequenzgang
gemildert werden. Fiir das Visualisierungsverfahren werden die Auswirkungen
durch den recht grofziigigen schwarzen Rand (zero-Extension, s. Abbildung
und der Nachfilterung im Frequenzbereich gemildert.

2.5.3 Shannon-Wavelet

Die Basis des Shannon-Wavelet definiert sich im Frequenzbereich durch die idea-
len Halbbandfilter (s. Abbildung [2.19)

v 1w <
Do (jw) = { 0 | > 7 (2.195)
L1 o a<|w <27
Uy (jw) = { 0 . sonst (2.196)
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Durch die inverse Fouriertransformation erhalt man die Basisfunktionen im Zeit-
bereich

wo(t) = si(m-t) (2.197)
3
o(t) = si (E : t) ccos [ Xt . (2.198)
2 2
Das Shannon-Wavelet ist in Bezug auf seine Lokalitét die Antipode zum Haar-
o(t) 4 | ®o(w)]
1
_ /1 t
=2 T W
4 [Wo(w)|
1
—2m 2T TU

Abbildung 2.19: Die kontinuierlichen Basisfunktionen des Shannon-Wavelets im
Zeit- und Frequenzbereich.

Wavelet: es besitzt die hochste Lokalitat im Frequenzbereich, geméfi der Unschérfe-
relation aber die geringste Lokalitét im Zeit/Ortsbereich

supp @o(t) = supp ¢ (t) = 0o (2.199)

Der einfache Ausdruck fiir die Basisfunktionen im Frequenzbereich macht diese
Basis attraktiv fiir das gewéhlte Darstellungsverfahren. Allerdings wirft die un-
endliche Lénge der Basisfunktionen Probleme bei der Umsetzung auf Digitalrech-
nern auf, da nur endliche Filterlangen realisiert werden kénnen. Dies kann man
auch der Darstellung der Waveletfunktionen in Abbildung entnehmen, wo
die Frequenzbereichsdarstellung durch diskrete Fouriertransformation der links
abgebildeten Ausschnitte der Basisfunktionen im Zeitbereich gewonnen wurde.
Erkennbar sind die Abweichungen vom in Abbildung dargestellten Idealzu-
stand in Form von Uberschwingungen. Die Filterimpulsantworten selbst ergeben
sich aus den inversen zeitdiskreten Fouriertransformationen von

D,(5Q) = V21, (jQ) (2.200)
U,(jQ) = V2, (jQ) *6(j(Q — 7)) (2.201)
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—= <
S
£

Aﬂ% 0
r 0 r’w@’)
‘4“ 2,0( T’Z,OW)

4‘ 1 0 T’l,o(w)
t 7=r >

Abbildung 2.20: Dilatierte Versionen der Shannon-Waveletfunktion.

¢1[n]=go[n] = % - si [n : g] (2.202)
in]=gin] = % - si [n : g] S(=1)" (2.203)

Die Synthesefilter entsprechen den Analysefiltern, da die Shannon-Basis ortho-
normal ist (idealerweise keine Uberlappung des Supports im Frequenzbereich!)
und die Basisfunktionen symmetrisch zum Ursprung sind (s. Abbildung [2.19).
Der zeitliche Support bzw. die Filterlinge Npg;;. wurde mit

Npi. =2L +1
L

Z galn] > 0.95

n=—L

(2.204)

so festgelegt, dafl der reprisentierte Ausschnitt 95% der Signalenergie beinhal-
tet (fiir go[n] und g¢1[n] ergeben sich die gleichen Werte!). Eine entsprechende
Berechnung unter Octave ergab L = 3 und damit Npg;;; = 7.

Das Shannon-Wavelet wurde in 3 verschiedenen Varianten beziiglich der Trans-
formation implementiert. In Form der Klasse ShannonWaveletConv wurde —analog
zur Implementierung des linearen B-Spline-Wavelets— die Transformation durch
Faltung mit symmetrischer Erweiterung im Zeitbereich implementiert. Fiir die
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Klassen ShannonWaveletFFT und ShannonWaveletDCT wurde die Transformation
im Frequenzbereich implementiert. In beiden Féllen wird der Eingangsdatenvek-
tor in den Frequenzraum transformiert, von dem dann die hoch- und tieffrequen-
ten Anteile getrennt durch eine inverse N/2-Transformation in den Zeitbereich
zuriicktransformiert werden. Die Transformation wurde fiir die Klasse Shannon-
WaveletFFT durch eine real-to-complex FFT durchgefithrt, womit der Rechen-
zeitaufwand gegeniiber einer complez-to-compler FFT durch die Vereinfachung
der FFT an sich und dem Wegfall des sonst notigen FFT-Shifts gesenkt wird
([EET]). Versuchsweise wurde in der Klasse ShannonWaveletDCT die FFT durch
eine DCT ersetzt; diese entspricht der Anwendung der DFT auf ein symmetrisch
expandiertes Signal (s. [Knd98]), wodurch Randeffekte gemildert werden sollten.

2.6 Effiziente Codierung der Waveletkoeffizien-
ten

Im Abschnitt wurde das Grundschema heutiger Komprimierungsverfahren
dargestellt. Fiir die dort als ersten Punkt aufgefiihrte Signalzerlegung wird im
ausgewihlten Losungsansatz und in Ubereinstimmung mit [Sjo02] die Wavelet-
Transformation favorisiert. Fiir die Quantisierung und Codierung werden in der

Abbildung 2.21: Ergebnis einer zweistufigen Haar-Wavelettransformation mit ein-
gezeichnetem spatial orientation tree (die Detailkoeffizienten wurden durch eine
Optimalquantisierung sichtbar gemacht!).
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Literatur ([Use01]) zwei Verfahren héufig empfohlen: der EZWP}Algorithmus (s.
[Sha93),[Use01]) und der darauf aufbauende SPTHT} Algorithmus (beschrieben in
[SP96], evaluiert in [Sj602]). Beide Algorithmen nutzen die folgenden Eigenschaf-
ten der Wavelet-Koeffizienten aus, die auch anhand von Abb. nachvollzogen
werden konnen:

1. Natiirliche Signale haben mit der Frequenz abfallende Leistungsdichtespek-
tren, die Signalenergie konzentriert sich im niederfrequenten Bereich. Aus
diesem Grund sind in den Bereichen hoher Frequenz deutlich weniger rele-
vante Koeffizienten zu finden als in den tieferfrequenten Bereichen.

2. Es bestehen deutlich sichtbare statistische Abhédngigkeiten zwischen den
Zerlegungsstufen; anhand der durch die Pfeile markierten Bereiche in Ab-
bildung kann man erkennen, dafl Koeffizienten mit der gleichen (ent-
sprechend dilatierten!) raumlichen Position stark korreliert sind. Diese Pfei-
le entsprechen einem spatial orientation tree, welcher Koeffizienten mit der
gleichen raumlichen Position zusammenfafit. Die Wurzeln dieser Baume ent-
sprechen den Approximationskoeffizienten.

Aus der Kombination der Beobachtung, das alle Koeffizienten eines solchen Bau-
mes korreliert sind und die Energie der Koeffizienten von der Wurzel zu den
Bléattern hin abnimmt 148t sich ableiten, dafl bei einem betragsméafig groflem
Wurzelkoeffizienten auch die anderen Koeflizienten des Baums grof sein werden,
allerdings mit fallender Tendenz von der Wurzel zu den Bléttern. Damit ist eine
implizite Rangordnung der Koeffizienten beziiglich ihres Betrages und damit ihres
Einflusses definiert. Diese implizite Rangordnung wird von den oben genannten
Algorithmen verwendet, um die Koeffizienten geordnet nach ihrer Gewichtung oh-
ne explizite Angabe ihrer Position zu iibertragen. Der Hauptunterschied zwischen
den Algorithmen liegt in der Art der Codierung: EZW setzt auf die Codierung von
zero-trees, d.h. der Markierung von ganzen Badumen oder Teilbdumen, die keine
relevanten Koeffizienten beinhalten durch ein kurzes Codewort. In Abbildung[2.2]]
trifft dies auf alle dunklen Bereiche der Approximation zu; die entsprechenden
Bereiche in den hoherfrequenten Béndern sind dann meist ebenfalls irrelevant.
SPIHT dagegen arbeitet nach dem Prinzip eines arithmetischen Codierers.
Er untersucht die Wurzeln der Baume auf Signifikanz gegeniiber einem Schwell-
wert; ist eine Wurzel signifikant, wird diese weiterzerlegt. Dabei werden dem
Empfianger aber hauptséchlich nur die Verzweigungsentscheidungen iibertragen.
Durch die Zerlegung der Badume in Teilbdume mit neuen Wurzeln, die ja signi-
fikanten Koeffizienten entsprechen, entsteht im Codierer eine Liste mit den bis
dahin gefundenen relevantesten Koeffizienten. Der Empfinger arbeitet als Spie-
gelbild des Codierers: anhand der iibertragenen Informationen kann er die glei-

5 embedded zero-tree wavelet coding
Sset partitioning in hierarchal trees
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chen Operationen wie der Codierprozefl durchfithren und erhélt somit die gleiche
Liste relevanter Koeffizienten. Die Vorteile dieses Verfahrens sind:

e Nach [Use(l] die gleiche Effizienz wie ein EZW-Codierer mit nachgeschal-
teter arithmetischer Codierung.

e Sechr einfacher Algorithmus, trotzdem sehr hohe Effizienz.
e Liefert einen embedded bitstream:

— Die Ubertragung kann exakt bei einer Sollgrofe abgebrochen werden.

— Der codierte Bitstream einer schlechteren Repréisentation ist der Préfix
des Stroms einer besseren Représentation.

e Keine Abhéngigkeiten von der Signalstatistik und damit auch keine Opti-
mierungen notig.

Die Verwendung von SPIHT zur Codierung von wavelettransformierten Volumen-
daten wurde schon in [Sj602] Thema einer Diplomarbeit, so das der Schwerpunkt
dieser Arbeit auf die Visualisierung aus dieser Darstellung heraus gelegt wurde.
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2.7 Mehrdimensionale Wavelet-Transformation

Bisher wurde nur die eindimensionale Transformation beschrieben. Zur Zerlegung
von Volumendaten mufl diese auf die dritte Dimension erweitert werden. Dies
kann durch eine entsprechende separierbaref] mehrdimensionale Transformation
geschehen, deren Prinzip der besseren Darstellbarkeit wegen fiir den zweidimen-
sionalen Fall erlautert werden soll.

@ P1,p /l/jl,p @ P1,p 71/)1,;0

< 0 1
g v wil
Applrox1— Detail
mation
= 2 3
= wi wi

Abbildung 2.22: Schematische Darstellung einer separierbaren zweidimensionalen
Transformation; links: nach horizontaler Transformation, rechts: nach vertikaler

Transformation.

Die in Abbildung schematisch dargestellte separierbare zweidimensionale
Transformation wird in zwei Schritten vollzogen

1. Anwendung einer eindimensionalen, einstufigen Transformation der Zeilen-
vektoren (Ergebnis s. Abbildung links).

2. Anwendung einer eindimensionalen, einstufigen Transformation der Spal-
tenvektoren (Ergebnis s. Abbildung rechts).

Fiir eine mehrstufige Zerlegung miissen diese beiden Schritte nur rekursiv auf die
Approximation V§“) angewandt werden (s. Beispiel in Abbildung .
Aus dieser Beschreibung der Transformation heraus definieren sich 22 = 4

verschiedene zweidimensionale Basisfunktionen

VP o =01, o (2.205)
wi ) =, i (2.206)
w? . @ = 1p-tig (2.207)
w . ) = ip g - (2.208)

"in [VK95] ist auch der Fall einer nichtseparierbaren mehrdimensionalen Transformation

beschrieben.
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Somit lautet die Rekonstruktionsgleichung

1 3
Xop= > culpd Ot DY dulp g -0, (2.209)

(p.a)eV) m=M =1, yew!)

Dieses Schema &8t sich leicht auf die dritte Dimension erweitern; die Rekonstruk-
tionsgleichung lautet dann

17
X3p = Z cump; gl '@g\g{p,q + Z Z Z dmp, q] 'wgw),p,q :

(pa,r)EV) m=M =1, 4 r)ew)

(2.210)

Die dreidimensionale Fouriertransformierte ergibt sich ebenfalls durch Mul-
tiplikation der entsprechenden fouriertransformierten Basisfunktionen. Exempla-
risch gilt somit fiir die Skalierungsfunktion

‘I)S\(})(J’ijwzij?)) = Op(Jwr) - Par(Jwa) - Par(Jws) (2.211)
wobei die Auswirkung der Dilation im Frequenzbereich zu beachten sind

0 (Q_mt — TL)
0 (27™(t — 2™n))

Pman(l) = (2.212)

so das mit den Rechenregeln fiir die Fouriertransformation ([Nol98al], Beweis
A.2.2)

Oy (jw) = 27 B (27 jw) - 2" (2.213)
gilt. Fiir die dreidimensionale Skalierungsfunktion ergibt sich (ohne Phase)

O (jwy, jwn, jws) = 22™ - By (27w ) - By (27 jwy) - By (27 jws) . (2.214)
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Kapitel 3

Visualisierungsverfahren

3.1 Progressive Projektionen aus der Wavelet-
koeffizientendarstellung

Zur Darstellung eines Volumendatensatzes X3p C R? als zweidimensionale Ab-
bildung Xy p ist eine Projektion P{...} notig

Setzt man fiir ¥ die Rekonstruktionsgleichung ein, so erhélt man

X, = P { ey gDMn>+Z<d I mit) ¢ - (3.2)

Approzximation

-~

Detailstufen

Ist P{...} ein linearer Operator, kann die Ausfithrungsreihenfolge von Addition
und Projektion vertauscht werden (s.|A.1.2))

Xop = P{{cml], onra)} +Z P {{dlii), Ym)} - (3.3)

Darstellung der Approximation 1nkrementelle Verbesserung

Gleichung beschreibt das Grundprinzip der gewiinschten progressiven Dar-
stellung aus der Waveletkoeffizientendarstellung heraus. Fiir lineare Projektionen
kann auch die Reihenfolge von Korrelation (bzw. Faltung) und Projektion ver-
tauscht werden; mit der Darstellung der Rekonstruktionsgleichung nach Gl.
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ergibt sich

Xop= > culpgr]-P {w%?,p,q} +
(pg)EVS)
7 (3.4)
=

Z Z Z dm[p,q,7] - P {wv(rlz),p,q}'

L (pgr)ewy

Gleichung beschreibt das projizierte Bild als Uberlagerung von Projektionen
der mit den Waveletkoeffizienten gewichteten und an ihre Stelle verschobenen
Basisfunktionen.

3.2 Die X-Ray-Projektion

Eine der im Abschnitt aufgestellten Bedingung nach Linearitdt geniigende
Projektion ist die auch hier verwendete X-Ray-Projektion. Sie verbindet eine

Volumendatensatz

Projektionsebene

Abbildung 3.1: Prinzip der X-Ray-Projektion.

axonometrische Projektion (s. Definition mit einem Beleuchtungsmodell,
welches nur die Absorption als Wechselwirkung zwischen Materie und Strah-
lung beriicksichtigt. Diese Vereinfachung trifft hauptséchlich auf sehr hochfre-
quente elektromagnetische Strahlung im Réntgen- und Gammabereich zu, so dafl
die erhaltenen Abbildungen den Ergebnissen einer Rontgendurchleuchtung stark
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dghneln. Diese Art der Abbildung raumlicher Korper besitzt neben der schon an-
gesprochenen Linearitét die weiteren Vorteile:

e Der Volumendatensatz wird ganzheitlich dargestellt, d.h. es wird nicht nur
seine Oberflache sondern die gesamte innere Struktur gezeigt.

e Diese Art der Darstellung ist Anwendern gerade im medizinischen Bereich
durch die klassische Réntgenaufnahme gewohnt.

e Durch das einfache Beleuchtungsmodell ist die Abbildung wenig rechenin-
tensiv, womit die Reaktionszeit und damit die Interaktivitidt von Anwen-
dungen verbessert wird.

Unter der Annahme, das die Absorption proportional zur Dichte und damit
zur Gewichtung der Voxel in X;3p ist, 1a8t sich die Projektion (s. Abbildung|3.1)
gemaf

oo

Xip(2,y) = / Ros-o {Xsn(z.y.2)} dz (3.5)

Z=—00

fiir jeden Punkt Xsop(x,y) der Projektionsebene als Linienintegral entlang der
» Tiefendimension® durch diesen Punkt schreiben; die Transformation R_¢ g be-
schreibt dabei die Abbildung zwischen Welt- und Betrachterkoordinatensystem
durch entsprechende Rotation um den Azimuntwinkel —® und den Elongations-
winkel —©. In der klassischen Umsetzung der Projektion dominieren zurzeit zwei

z

Integrationspfad

% Projektionsebene
Abbildung 3.2: Linienintegral zur Realisierung der X-Ray-Projektion.

Algorithmen ([Wat02]), der Raycasting- und der Splatting-Algorithmus.
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3.2.1 Raycasting.

Der Raycasting-Algorithmus ordnet jedem Bildpunkt X/, (z,y) explizit einen
Wert durch numerische Integration entlang des in Abbildung dargestellten
Integrationspfades entsprechend GI. zu. Fiir die Umsetzung sind fiir jeden
Bildpunkt die folgende Schritte notwendig:

1. Bestimmung der (eventuellen) Schnittpunkte des Integrationspfades mit
dem Begrenzungsquader des Volumendatensatzes.

2. Festlegung von Stiitzpunkten zwischen den Schnittpunkten.

3. Bestimmung von Schitzwerten an den Stiitzpunkten durch trilineare Inter-
polation.

4. Numerische Integration iiber diese Schéatzwerte.

Yipn (t) = %CO[W] Na(t —n) Vaidear(t) = % co[n] - si(m(t —n))

Abbildung 3.3: Links: Lineare Interpolation durch lineare B-Spline Skalierungs-
funktionen, rechts: ideale Interpolation durch die Shannon-Skalierungsfunktion
(sinc-Interpolation).

Die linke Hélfte von Abbildung zeigt, daB die lineare Interpolation einer Dar-
stellung des Signals durch lineare B-Splines bzw. einer linearen B-Spline Wavelet-
Darstellung fiir die Zerlegungstiefe M = 0 entspricht. Die trilineare Interpolation
entspricht somit der Darstellung des Signals durch Uberlagerung von dreidimen-
sionalen linearen B-Spline Skalierungsfunktionen (Basis von X3p=V,!), die ent-
sprechend gewichtet an die diskreten Stiitzstellen der Volumendaten verschoben
wurden.

Aus Sicht der Signalverarbeitung entspricht die Interpolation der Rekonstruk-
tion des kontinuierlichen Signalverlaufs aus seiner abgetasteten Version co(t) bzw.
den so gewonnenen Stiitzstellen c¢q[n]. Geht man von einer idealen Abtastung aus
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und vernachléssigt den Einflul der Quantisierung, so ergibt sich fiir das abgeta-
stete Signal

o0

cot) =x(t) - or(t) = Y coln] - 8(t —n), (3.6)
dessen Spektrum sich folglich
Co(jw) = X (jw) * bu, (jw) = Y X(jlw—k-wr)). (3.7)
k=—o00

als Wiederholung des Spektrums von z(¢) mit der Abtastfrequenz wr = 27/1 (s.
Abbildung ergibt. Durch eine ideale Tiefpaffilterung konnen diese Wieder-
holungen ausgeblendet und somit das Originalspektrum rekonstruiert werden,
solange sich die Wiederholungen nicht {iberlappen. Das ist gegeben, wenn die
Abtastfrequenz fr mindestens das Doppelte der Signalbandbreite B, betrigt
(Aussage des Abtast-Theorems, [Nol98a], [Nol00al).

A:E<t) X(]w)

T ~~—_—

> >

w
4Co(t)

1] AAAQA=

Abbildung 3.4: Spektrum eines ideal abgetasteten Signals.

>

w

Nach Abschnitt[2.5.3|entspricht die Impulsantwort eines idealen Tiefpasses der
Skalierungsfunktion des Shannon-Wavelets. Auch die Skalierungsfunktion des li-
nearen B-Spline-Wavelets stellt eine Tiefpaffilterimpulsantwort dar, allerdings
(s. Abbildung die eines nichtidealen Tiefpasses - das Spektrum des Si-
gnals wird bei Rekonstruktion mit diesem Tiefpafl verzerrt. Trotzdem wird fiir
Raycasting-Algorithmen in der Regel der lineare Interpolation der Vorzug ge-
geben. Der Grund liegt im kleineren zeitlichen Support der linearen B-Spline
Skalierungsfunktion gegeniiber dem eigentlich unendlichen Support der Shannon-
Skalierungsfunktion. Nach der im Abschnitt gegebenen Berechnung (Glei-
chung kann dieser fiir praktische Anwendungen zu 7 angesetzt werden;
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damit miiBten fiir eine dreidimensionale Interpolation 73 = 343 Stiitzpunkte in
die Berechnung einbezogen werden, fiir die lineare Interpolation wéren es hinge-
gen nur 23 = 8 Stiitzpunkte.

Direkte Umsetzung auf Wavelet-Basis im Ortsbereich.

Mit der Interpretation der trilinearen Interpretation als Signaldarstellung durch
dreidimensionale Skalierungsfunktionen des linearen B-Spline-Wavelets zeigt sich
ein Raycasting-basierender Ansatz zur Volumenvisualisierung aus der Wavelet-
Darstellung heraus, wenn das Prinzip auf Zerlegungstiefen M > 0 erweitert wird.
Da die Bandbreite der Skalierungs- und Waveletfunktionen mit zunehmender
Zerlegungstiefe abnehmen (s. Abbildung [2.10]), kénnen die Basisfunktionen der
Approximation und der ersten Detailstufen mit einer geringeren Abtastfrequenz
und damit einer geringeren Anzahl an Stiitzstellen abgetastet werden als die Ba-
sisfunktionen der hoheren Detailstufen. Da viele Koeffizienten betragsméflig ~ 0
sind (s. Abbildung [5.17), kénnte dieses Verfahren dahingehend verfeinert werden,
daB nur noch relevante Koeffizienten ausgewertet werden, die mit ihrer Position
in Listen gespeichert werden. Fiir diesen Fall sollte der Schnitt-Test direkt mit
dem Support der jeweiligen Basisfunktionen durchgefithrt werden, der zur ein-
fachen Umsetzung durch eine Kugel mit entsprechendem Radius approximiert
werden kann. Schneidet der Integrationspfad die Kugel, kann durch Festlegung
einer Anzahl an Stiitzstellen wiederum der von der jeweiligen Basisfunktion ein-
gebrachte Anteil am Integral nach Gleichung durch numerische Integration
berechnet werden. Werden die Wavelet-Koeffizienten in spatial orientation trees
(s. Abschnitt Seite gespeichert, kann zudem ausgenutzt werden, dafl der
Support von hoheren Detailkoeffizienten, die in tieferen Ebenen des Baums lie-
gen, im Support der iibergeordneten Koeffizienten geringerer Detailstufen liegt.
Somit brauchen weitere Schnitt-Tests nur mit dem Support von Koeffizienten
gemacht werden, die Nachfolger-Elemente im spatial orientation tree sind. Auf
diese Art und Weise geht zwar die Progressivitit verloren, allerdings wire dieses
eher Raytracing-dhnliche Verfahren schon vom Rechenzeitaufwand her weniger
fiir interaktive Darstellungen geeignet. Dieser Ansatz wurde durch [GLDH9S] in-
spiriert, wo auch Bildbeispiele fiir die zu erwartenden Resultate gefunden werden
konnen.

Vorteilhaft bei diesen Raycasting-basierenden Verfahren ist die einfache Um-
setzbarkeit komplexerer Beleuchtungsmodelld’] da bei ausreichender Kontinuitst
der Basisfunktionen auch deren Gradienten analytisch bestimmt und fiir eine Nor-
malenberechnung herangezogen werden konnen. Zusammen mit dem bekannten
Richtungsvektor des Integrationspfades, der dem (richtungsinvertierten) Beob-
achtervektor entspricht, kénnten die bekannten Beleuchtungsverfahren zur Her-
vorhebung von Grenzschichten im Objekt verwendet werden.

Ldie fiir die Raytracing-Losung nicht unbedingt linear sein miissen!
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3.2.2 Fourier-Slicing

Typischerweise werden in interaktiven Anwendungen nicht nur eine sondern vie-
le verschiedene Ansichten des Volumendatensatzes erzeugt; fiir diesen Fall steht
durch das sog. Fourier-Slicing eine Technik zur effizienten Berechnung des Linien-
integrals nach Gleichung[3.5/und damit zur Umsetzung des Raycasting-Verfahrens
mit dem einfachen Beleuchtungsmodell der X-Ray-Projektion zur Verfiigung. Da
es Bestandteil des angewandten Visualisierungsverfahrens ist, soll hier kurz das
Prinzip des Verfahrens skizziert werden.

Auch in diesem Fall soll der besseren Darstellbarkeit wegen das Prinzip um
eine Dimension reduziert anhand der Abbildung X{, = P{Xyp} erldutert wer-
den. Lafit man zur weiteren Vereinfachung auch die Rotation vorerst aulen vor

N N gV , )
51 Xop|m, n] 5 Xop (julAQy, joAQy)
| — slice-Gerade
B} 4P
_M M M M
2 2 2 2
Ak rjvi|v v
_N _N
2 Tthkrlchtung 2
vy ¥

llIIIIIIIllX

Abbildung 3.5: Prinzip des Fourier-Slicings bei einer vereinfachten Projektion
X{p = P{Xap} ohne Rotation (Projektion von vorn).

(Projektion von ,vorn“), dann entspricht die X-Ray-Projektion einer einfachen
Summation entlang der Spalten von Xsp (s. Abbildung [3.5] links)

X! m] :% S Xoplm,n] . (3.8)

Fiir das Fourier-Slicing wird ausgenutzt, dafl diese Summe auch aus dem diskreten
Fourierspektrum

M_ 4 N_4
X ( 2 . 27T) 1 QZ QZ ]u-m-% —jvn%\";
, JU—— = .T - € €
2D M J N /—M N e,

(3.9)
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abgeleitet werden kann. Betrachtet man diesen Ausdruck fiir den Zeilenvektor
v = 0 des Spektrums (in Abb. rechts als dicke Linie eingezeichnet),

M _q N_q

2m 1 I 3 < o am

Xop (ju—,O) = — — xlm,n| p - e TN
M VN VM ZM Z_:N

(3.10)

so entspricht dieser einer eindimensionalen DFT des gewiinschten Summenaus-

drucks aus Gleichung

2
X!, =iDFTip {XQD (ju m - Mﬂ,o)} : (3.11)

Da die Projektion durch die Zuriicktransformation einer aus dem Fourierspek-
trum , herausgeschnittenen® Linie geschieht, wird diese Linie auch als ,slice®-
Gerade und das Verfahren als Fourier-Slicing bezeichnet.

Interessant wird der Ausdruck aus Gleichung durch die Tatsache, da83
eine Rotation von Xsp im Ortsbereich eine dquivalente Drehung des Spektrums
bewirkt. Wenn zur Projektion aus einem anderen Betrachtungswinkel X,p vor der

Xoplm,n|

Xop (juAQ, juAQ)

| — slice-Gerade—

\d U ~ U

[Blickrichtung

LITTTTTTTTIX0

Abbildung 3.6: Prinzip des Fourier-Slicings bei einer vereinfachten Projektion
X{p = P{Xsp} mit Rotation zur Variation des Betrachtungswinkels.

Projektion um ¢ gedreht wird, bleibt Gleichung weiterhin giiltig — nur das
Spektrum Xop (ju?/m, ju2m/N) muf durch seine ebenfalls um ¢ gedrehte Version
ersetzt werden (s. Abbildung mitte). Eine Verdrehung des Spektrums um ¢
gegeniiber der slice-Geraden ist aber einer Verdrehung der slice-Geraden um —¢
gegeniiber dem Spektrum &dquivalent (s. Abbildung rechts).

Xipm] =iDFT {Xsp[m - cos(p), —m - sin(p)] } (3.12)

Dieses Prinzip gilt analog auch fiir X}, = P {X3p}, nur eben mit einem dreidi-
mensionalen Spektrum und einer slice-Ebene statt einer slice-Geraden.
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Der Vorteil des Fourier-Slicings liegt darin, das im Gegensatz zur klassi-
schen Umsetzung des Raycastings nicht mehr K trilineare Interpolationen an
den Stiitzstellen des Linienintegrals plus der notigen Schnitt-Tests pro Bildpunkt
notig sind, sondern nur noch eine trilineare Interpolation zur Bestimmung von
X3p(JuAQy, juAQy, jwAQ3) an den Stiitzpunkten der Slice-Ebene (s. Abbildung
3.7) und eine inverse 2D-DFT.

(@] O O O o]
O (@] (@] (@] o
X\\
"
o o TR._. O o
TX

T
O (@] (@] (@] o
(e} (@] (@] (@] o

Abbildung 3.7: Notwendigkeit der trilinearen Interpolation der Spektralwerte
beim Fourier-Slicing. o - Stiitzstellen des Fourierspektrums, x-Stiitzstellen der
slice-Ebene

3.2.3 Splatting

Das klassische Splatting-Verfahren wird durch Gleichung fiir den Fall M =0
beschrieben

r—p
Xop = Z colp, g, 7] Pwo | vy—q : (3.13)
(p,a,r)€Vo z—=r

Es basiert auf einer der Integration entsprechenden Akkumulierung der projizier-
ten Basisfunktionen (s. Gleichung [3.13)). Dies wird nach expliziter Formulierung
der Translation der Basisfunktion durch Faltung

x T—0p

XéD = Z CO[p7 q, T] - P ©o Yy %0 Yy—q (314)
(P#N”)GVO z Z—T
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und der unter der Annahme einer linearen Projektion giiltigen weiteren Umfor-
mung

x r—0p
X\ =Ploo| v « Y clp.q.r]-PRo| y—gq (3.15)
z (p,q,r)EVo =T
ProjektTon der Projektiontier gewich-
Basisfunktionen teten Stiitzstellen

deutlicher.
Fiir o (2, y, z) wird in der klassischen Umsetzung idealerweise die Skalierungs-
funktion des Shannon-Wavelets (sinc-Funktion!)

wolx,y,2) = si(mx) - si(my) - si(7z) (3.16)

verwendet; da diese symmetrisch und C(oo)-kontinuierlich ist, ergibt sich eine
betrachtungswinkelunabhéngige Projektion

ooz, y) = /Oo si (mx) - si(wy) - si(wz) dz (3.17)

Z=—00

woraus mit der Orthonormalitat der Basisfunktion

o(w,y) = si(mx) - si(y) (3.18)

ergibt.

Die Faltung mit der projizierten Basisfunktion hat den zwingenden nachrich-
tentechnischen Hintergrund der gemé&fl dem Abtast-Theorem notwendigen Band-
breitenbegrenzung vor der Abtastung, die fiir die Abbildung auf eine Pixelmatrix
unerlafllich ist. Dies soll im folgenden néher erldutert werden: Die Abbildung der
gewichteten Stiitzstellen (s. Gleichung auf die Projektionsebene entspricht
fiir axonometrische Projektionen der Abbildung des Ortsvektors (p, g,r) auf die
Basisvektoren , v der Projektionsebene (beide in Weltkoordinaten)

() =[7){n) () e

r

Gleichung &8t sich somit als

Xz
T — px
Xop(z,y)=PLwo | vy * Z co[p,q,r]-é( _p )
Yy—Dny
z (p7Q77‘)€V0
projizierte\Srtiitzpunkte
(3.20)
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schreiben. Die Abbildung auf eine diskrete Projektionsebene, wie sie fiir die Com-
putergrafik unumgénglich ist, entspricht einer (idealisierten) Abtastung mit der
normierten Pixelfrequenz (), = 27

Xyplm,n] = Xsp(2,y) - 6(z —n,y —m). (3.21)

Fiir die projizierten Stiitzpunkte allein kann das Abtast-Theorem nie erfiillt wer-
den, da die Bandbreite eines Delta-Impulses unendlich ist (F{d(¢)} = 1!). Abhilfe
schafft die Faltung mit den projizierten Skalierungsfunktionen, die ja Tiefpaficha-
rakter besitzen; das Signal wird somit vor der eigentlichen Abtastung durch die
Faltung tiefpaflgefiltert. Im Idealfall wird dazu das ideale Tiefpafl mit der Grenz-
frequenz Q0 = 7 aus Gleichung verwendet. Mit dieser Skalierungsfunktion
lautet die Kombination aus den Gleichungen und

Xpplmon) = Y colp.g,r] - si (w ( 7::5;" )) (3.22)

(p,q,7)EVo

Ein einfaches Runden auf die néchstgelegene Pixelkoordinate der Projektionsebe-
ne entspricht der Faltung mit der nicht an die Projektionsrichtung angepafiten
Skalierungsfunktion des Haar-Wavelets

Xjplm,n] = > colp,q,r] - M ( e ) . (3.23)

n —_—
(p,g,)EV0 Py

Der in Abbildung dargestellte Amplitudenfrequenzgang dieser Skalierungs-
funktion zeigt deren schlechte Tiefpaeigenschaften; somit wird das Abtast-Theo-
rem unzureichend erfiillt, was die starken Alias-Artefakte bei dieser Art der Um-
setzung erkléart.

Als Kompromifl zwischen der zeitaufwendigen Faltung mit der si()-Funktion
(bei einer Filterliinge von 7 wiiren immerhin pro abgebildetem Koeffizienten 72 =
49 Stiitzpunkte zu berechnen!) und der aufgrund schlechter Tiefpaeigenschaften
zu erwartenden Alias-Artefakte wird wiederum gern die Skalierungsfunktion des
linearen B-Spline Wavelets in Form der bilinearen Interpolation verwendet; bei
dem geringen ortlichen Support 2 sind nur 22 = 4 Stiitzpunkte zu berechnen,
wobei die Berechnungen im Gegensatz zur si()-Funktion ohne zeitaufwendige
Winkelfunktionen und Divisionen auskommt.

3.3 Das verwendete Projektionsverfahren

Fiir die Umsetzung wurde nach Anregung aus [WR96] der durch GI. beschrie-
bene Splatting-Algorithmus fiir M > 0 genutzt, welcher sich geméafl Gleichung
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13.201 zu
5 i
Xop(wy) =271 PLo (2™ [y |)p*
zZ
T—p
>, culpar]-PRs@ | y—a |)p |+
( ) 77’)EV<0> Z—7T
T (3.24)
e
_3 D) fe—m
S St )
m=M l=1 4
T—p
dmlp, ;7] - PLO@2™ | y—q |)
(p.a.r)EWS, 2T

formuliert. Die projizierten Abbilder der Basisfunktionen werden dabei durch das
Fourier-Slicing-Verfahren erzeugt. Da fiir die verwendeten Wavelet-Basen einfache
analytische Ausdriicke fiir die Fouriertransformierte existieren (s. Abschnitt [2.4)),
konnen mit Hilfe von Gleichung die Werte des dreidimensionalen Fourier-
spektrums an den Stiitzstellen direkt und ohne jegliche Interpolation berechnet
werden. Nach diesem Schritt liegen die projizierten Abbilder fouriertransformiert
vor, deshalb bietet es sich aus Griinden der Effizienz an, die Faltung mit den pro-
jizierten Stiitzstellen ebenfalls im Fourier-Raum durchzufiithren. Die Abbildung
der Koeffizienten lauft dann nach dem folgenden Schema ab:

1. Projektion der Stiitzpunkte der jeweiligen Koeffizienten auf eine Projekti-
onsebene mit 1 : 2 Uberabtastung und vorhergehender Tiefpaffilterung (s.
unten).

2. Diskrete 2D-Fouriertransformation der Projektionsebene, Tiefpafifilterung
und 2 : 1 Unterabtastung (s. unten).

3. Faltung mit der jeweiligen projizierten Basisfunktion im Frequenzbereich
durch Multiplikation mit deren Fourierspektrum. Dieses wird mittels Fourier-
Slicing berechnet, indem zu jedem Punkt (k,!) der fouriertransformierten
Projektionsebene der Wert des dreidimensionalen Fourierspektrums der Ba-
sisfunktion an dem korrespondierenden Punkt der slice-Ebene ermittelt
wird. Da die slice-Ebene im Raum genau so ausgerichtet ist wie die Pro-
jektionsebene, entspricht der Punkt X!, (jk - 27/m, 5l - 27/N) dem Punkt

2 . 2
Xsp (jk? 7 i, gl - N v) (3.25)

des dreidimensionalen Fourierspektrums.
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4. Inverse 2D-DFT des Produkts.

Diese Schritte sind zuerst fiir die Approximationskoeffizienten und anschlieflend
fiir alle M Detailstufen und in jeder Detailstufe fiir die 7 dreidimensionalen Ba-
sisfunktionen durchzufithren (s. Abschnitt , Gleichung . Die Ergebnisse
jeder Detailstufe werden dann zur Approximation hinzuaddiert, was der progressi-
ven Verbesserung entspricht. In Abbildung [3.8] ist exemplarisch die Rekonstruk-

Abbildung 3.8: Rekonstruktion des Spektrums einer Punktdarstellung (Betrach-
tungswinkel ¢ = 0°, 6§ = 0°) aus einer einstufigen Shannon-Waveletzerlegung.
Dargestellt sind nur die Basisfunktionen, die zur Rekonstruktion beitragen (Links
oben: Approximation, rechts oben: ¢, - 1, - ¢, links unten: ¢, - ¢, - 1., rechts

unten: @, - Py - ¥,).

tion des Betragspektrums eines Punktes im Raum, der ja nach der Projektion
wiederum einen Punkt auf der Bildebene ergibt, aus einer einstufigen Zerlegung
mit dem Shannon-Wavelet dargestellt. Das zu erwartende Bildspektrum ist (bei
Projektion von vorn!)

|F{é(x —m,y—m)}| =1 (3.26)

und entspricht in der Betragsdarstellung einer , weiien Fliche“). Die Uberlage-
rung der dargestellten Spektren fiihrt letztendlich wieder zum Originalspektrum.
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3.3.1 Unterabtast-Artefakte

Da die Abbildung letztendlich auf einer diskreten Projektionsebene stattfindet, ist
eine Abtastung des projizierten Bildes unabdingbar. Diese wire kein Problem,
wenn fiir die projizierten Basisfunktionen analytische Ausdriicke in Abhéngig-
keit von der Zerlegungstiefe und den Betrachtungswinkeln im Ortsbereich zur
Verfiigung stehen wiirden. Diese Ausdriicke kénnten sehr leicht in analytischen
Ausdriicke der durch Faltung mit den projizierten Stiitzstellen verschobenen Ba-
sisfunktionen

P{osom(x,y,2)} (x,y) *6(x — px,y — py) = (3.27)
P{osom(r,y,2)} (x —pr,y — py) (3.28)

umgeformt werden, die geméf

X = P{gannte.n 2} 0 = pry =) (570) s29)

= P{¢s0.m(,y,2)} (M — pr,n — py) (3.30)

ideal abgetastet werden koénnen.

Da diese analytischen Ausdriicke nicht zur Verfiigung standen, wurden nach
dem oben beschriebenen Verfahren die Projektionen der Basisfunktionen durch
Anwendung des Fourier-Slicings numerisch berechnet und die Faltung (ebenfalls
numerisch) mit den projizierten Stiitzstellen im Frequenzbereich durchgefiihrt.
Dafiir miissen aber die Projektionen der Stiitzstellen zuerst einmal diskretisiert
werden. Die Unterabtastung machte sich dabei in zweierlei Hinsicht negativ be-
merkbar. Zum einen ist —~wie nach den Ausfiihrungen in Abschnitt zu erwar-
ten war— eine Tiefpafifilterung der projizierten Stiitzstellen vor der Diskretisierung
der Position (Abtastung) in Schritt 1 des oben beschriebenen Schemas notwen-
dig. Als Tiefpafl wurde die zweidimensionale Skalierungsfunktion des linearen B-
Spline-Wavelets verwendet, da entsprechende Test mit dem idealen sinc-Tiefpafl
aufer einem deutlichen Anstieg der Rechenzeit keine sichtbare Verbesserung in
den Resultaten erbrachte. Diese Projektion inklusive der Tiefpaffilterung bzw. bi-
linearer Interpolation wird in der Methode WaveletFourierSplatRenderer::mapper()
der Renderer-Klasse durchgefiihrt, der relevante Codeausschnitt ist im Folgenden
dokumentiert:

for (typename list <typename \

Renderer<T, Wavelet , true >:: wavelet _coefficient >\

::const_iterator it=start; it != end; it++)

{
// it repraesentiert den aktuellen Listeneintrag
// Projektion der Stuetzstelle auf die Projektionsebene
// u und v sind die Basisvektoren der
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// Projektionsebene , ddilat der mit

// 2 multiplizierte Dilationsfaktor

double xpos = Ntddilat*(u(0)*xit—>xpos +\
u(l)*it—>ypos + u(2)*it—>zpos);

double ypos = N+ddilat *(v(0)*it—>xpos +\
v(1l)*it—>ypos + v(2)*it—>zpos);

double llx ,1ly;

// Zerlegung der Position in

// Integer — und Nachkommaanteil

double dx = modf(xpos,&llx );

double dy = modf(ypos,&lly );

// llxz/lly beinhalten den Vorkomma,

// dzx,dy den Nachkommaanteil

int xp = int(llx);

int yp = int(lly );

// Tiefpassfilterung bzw. bilineare Interpolation

plane (xp,yp) += it —=>valuex(1.0—dx)*(1.0—dy);

plane (xp+1,yp) += it—>valuexdx*(1.0—dy);

plane (xp,yp+1) += it —>valuex (1.0 —dx)*dy;

plane (xp+1,yp+1) += it —>valuexdxx*dy;

}

Im Rahmen der Evaluierung wurde eine weitere Storung beobachtet, die sich
ebenfalls auf eine Unterabtastung bei der Projektion der Stiitzstellen zuriickfithren
1aBt. Diese Artefakte traten bei Projektionen aus Betrachtungswinkeln # & - 90°
auf und duflerten sich in einem dem Bild iiberlagerten hochfrequenten Kosinussi-
gnal (s. Abbildung [3.9|links oben). Die Ursache fiir diese Stérung ist im Betrag-
spektrum deutlich zu sehen: zwei (durch Pfeile gekennzeichnete) Riickspiegelun-
gen auf der u-Achse des Spektrums, die in der entstorten Version (rechte Hélfte
in Abb. fehlen. Diese Riickspiegelungen konnen néherungsweise durch ein
zum ungestorten Spektrum hinzuaddiertes Punktpaar

Xop(j, i) = Xop(j, Q) + A - [5( — Q) + [6(h + Q)] (3.31)

approximiert werden, woraus sich nach der Riicktransformation in den Ortsbe-
reich die beobachtete Uberlagerung mit dem Kosinussignal ergibt.

Tap[m,n] = zop[m,n| + 2A - cos (2. - n) (3.32)

Diese Riickspiegelung ist die Folge einer zu geringen Abtastfrequenz bei der
Diskretisierung der Positionen, wenn die Basisvektoren des Volumendatensat-
zes nicht in einem Winkel von k- 90° zu den Basisvektoren der Projektionsebene
stehen. Die Ursache erschliefit sich aus Abbildung [3.10] wo die Basisvektoren des
Volumendatensatzes aus Abbildung nach ihrer Projektion auf die Bildebe-
ne dargestellt sind. Offensichtlich werden Absténde entlang der z- und y—Achse
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Abbildung 3.9: Aliasphdnomen durch zu geringe Abtastung bei einer Projektion
aus ¢ = 0 = 45°. Links: ohne Korrektur, rechts: Abtastung mit der doppelten
Abtastfrequenz; untere Reihe: die zugehorigen Betragspektren.

gestaucht auf die Achsen der Projektionsebene abgebildet. Durch die Stauchung
erhoht sich die Bandbreite des Punktmusters, was letztendlich zu der beobachte-
ten Unterabtastung fiihrt.

Diese Unterabtastung wurde kompensiert, indem zuerst eine Abtastung mit
der doppelten Abtastfrequenz vorgenommen wurde, deren Ergebnis tiefpa3gefil-
tert und anschlieBend 2 : 1-unterabgetastet wird. Wie der rechte Teil von Ab-
bildung zeigt, konnen so diese Artefakte unterdriickt werden. Dazu wird die
Projektion auf eine Projektionsebene doppelter Grofle mit verdoppelten Skalie-
rungsfaktor durchgefiihrt; das Punktmuster wird also zweifach vergrofiert abgebil-
det. Nach der Aussage des Skalierungssatzes der Fouriertransformation (s. Beweis
A.2.2)

Flu(at)y = —U (%) (3.33)

o] = VN

mufl das Spektrum demnach auf die Hélfte verkleinert sein (s. Abbildung |3.11)),
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Abbildung 3.10: Projektion der Basisvektoren des Volumendatensatzes von Ab-
bildung [3.9] auf die Projektionsebene fiir ¢ = § = 45°.

die Aliaskomponenten haben damit den doppelten Abstand zum Spektrum. Die
Tiefpafifilterung und die Unterabtastung auf die Originalgréfie wird im Frequenz-
bereich durch Reduktion des Spektrums auf den Bereich Q = [—7/2,7/2] erreicht,
indem quasi der Kern des Spektrums , herausgeschnitten“ wird. Daraus ergibt sich
automatisch die Bandbegrenzung auf die fiir die folgende Unterabtastung notige
Grenzfrequenz /2. Die Unterabtastung bzw. Verkleinerung ergibt sich aus der re-

lativen VergroBerung des Spektrums gegeniiber dem jetzt kleineren ,, Rahmen“ (s.
Abbildung|3.11]). Diese Operation wurde als Methode copyDownScaledSpect() der

Alias \ JQy AQy

v
8
v
8

I_A _____
|

I

-

Abbildung 3.11: Prinzip der Tiefpafifilterung und Unterabtastung im Frequenz-
bereich.

die zweidimensionale Fouriertransformation reprasentierenden Klasse Fourier2D
implementiert.

Das Problem der Unterabtastung bei der Projektion der Stiitzpunkte ist das
zentrale Problem dieses Algorithmus. Einerseits mufl zur Diskretisierung der Po-
sitionen die Bandbreite des Punktmusters gesenkt werden, andererseits diirfen
sie durch eine zu starke Tiefpafifilterung nicht ihren Charakter als Delta-Impulse
verlieren. Die erarbeitete Losung durch 1 : 2-Uberabtastung hat sich in der Praxis
auch hinsichtlich des Rechenzeitbedarfs bewéhrt. Die optimale Lésung wire die
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direkte Umsetzung der Positionen (pz, py) in das Fourierspektrum gemés
F{Ao-0(x —pr,y —py)} = Ag - 7717 - 7T, (3.34)

womit die Diskretisierung umgangen werden konnte. Allerdings miifite diese Be-
rechnung fiir jeden abgebildeten Koeffizienten fiir alle Bildpunkte ausgefiihrt wer-
den, was die Berechnungszeit fiir die Approximationsdarstellung von Sekunden-
bruchteilen auf mehrere Minuten verldngerte.

Dieses Problem diirfte auch Umsetzungen dieses Verfahrens betreffen, in de-
nen die Faltung im Ortsbereich durch Behandlung der projizierten Basisfunktio-
nen als Textur durchgefiihrt wird (z.B. [LG95]), die nach (pz, py) verschoben und
dort akkumuliert wird. Zur Vermeidung bzw. Verminderung der Unterabtastung
miifite die Verschiebung mit Subpixel-Genauigkeit ausgefiithrt werden.

3.3.2 Verbesserung des Kontrastes

Die Berechnung der Projektionen der Basisfunktionen im Fourier-Spektrum er-
laubt durch eine geringfiigige Modifikation des urspriinglichen Algorithmus eine
deutliche Steigerung des Kontrastes und damit der Sichtbarkeit innerer Struktu-
ren (s. Abbildung[3.12)). Die Variation beruht auf der Moglichkeit, die Ableitung

einer Funktion im Fourierspektrum durch einfache Multiplikation zu berechnen:
d . .
F Eu(t) =jw- - U(jw). (3.35)

Werden statt der Fouriertransformierten ®(jw) und ¥(jw) die modifizierten Ba-
sisfunktionstransformierten

P'(jw) = P(jw) + Qeenn * jw - P(jw) (3.36)
\Ij/(jw) = \D(]w) + Qcenh jw ’ \Ij(jw) (337)

verwendet, erhilt man als Rekonstruktion die Uberlagerung des Bildes der ur-
spriinglichen Rekonstruktion mit dem Bild einer Rekonstruktion der ersten Ablei-
tung der Basisfunktionen nach den drei Raumrichtungen (separierbare Wavelet-
Transformation!) und damit dem Betrag des Gradientenf} Dadurch werden Grenz-
flachen hervorgehoben und Strukturen optisch voneinander besser abgegrenzt (s.
Vergleich zum urspriinglichen Verfahren in Abbildung und die Ergebnisse
fiir die anderen implementierten Wavelets in Abbildung [3.13).

Die nétigen Anderungen am Quellcode wurden hier exemplarisch fiir die Fou-
riertransformierte der Skalierungsfunktion des linearen B-Spline-Wavelets doku-
mentiert. Der urspriingliche Code

2Fiir den ,,echten® Gradienten miifite fiir die , Kontrastkomponente“ der Gradient des Vo-
lumendatensatzes transformiert werden!
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complex<T> Phi(T omega) const \
{ return complex<T>(PhiReal (omega) ,0); }

muflte gegen die geringfiigig gedinderte Variante
complex<T> Phi(T omega,T c_enh) const \

{ T tmp=PhiReal (omega);
return complex<T>(tmp,omegaxc_enhx*tmp; }
ausgetauscht werden. Da diese Variation erst im letztem Moment implementiert

worden ist sind alle Evaluierungen im Kapitel [5| implizit mit qeenn, = 0 durch-
gefithrt worden.
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Abbildung 3.12: Oben: normale Rekonstruktion aus einer zweistufigen linearen
B-Spline Zerlegung (in der Helligkeit etwas der unteren Darstellung angepafit).
Unten Rekonstruktion mit den nach GI. [3.36] und B.37] modifizierten Basisfunk-
tionen.
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Abbildung 3.13: Resultate einer Rekonstruktion mit Kontrastverstarkung. Oben:
aus einer zweistufigen Haar-Waveletzerlegung, unten: aus einer einstufigen Shan-
nonwaveletzerlegung.
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Kapitel 4

Beschreibung der
Implementierung

In diesem Abschnitt wird das Grundkonzept der Implementierung vorgestellt
und Schliisselfunktionen erldautert. Dieser Abschnitt soll nicht die gesondert auf
CD vorliegende APIf}Dokumentation ersetzen sondern vielmehr Funktion und
Aufgabe der einzelnen Komponenten erkléiren, auf Besonderheiten hinweisen und
so den Bezug zu dem theoretischem Teil dieser Ausarbeitung herstellen.

Als Implementierungssprache wurde aufgrund der numerischen Komplexitét
des Problems und der persoénlichen Erfahrungen C++ gewéhlt. Dabei wurde
durch Ausnutzung des Template-Mechanismus ([Str00]) moglichst datentypun-
abhéngig programmiert, so das z.B. der fiir die numerische Représentation der
Volumendaten verwendete Datentyp leicht gedndert werden kann. Somit kénnen
z.B. selbstdefinierte Festkommadatentypen verwendet werden, die —verglichen mit
den verwendeten Fliefkommadatentypen— neben einer hoheren absoluten Genau-
igkeit auch Vorteile bei der Implementierung des SPTHT-Kompressionsverfahrens
(s. Abschnitt zeigen. Aber schon die Verwendung eines FlieSkommadaten-
typs geringerer Genauigkeit kann Vorteile bringen, wenn so z.B. die SIMDP}
Befehlssatzerweiterungen ([LEM98|) heutiger Prozessoren fiir die Umsetzung aus-
genutzt werden konnen.

Am Ende dieses Abschnitt wird kurz die Verwendung der im Rahmen die-
ser Ausarbeitung erzeugten Programme demonstriert. Bei der Verwendung die-
ser Programme sollte bedacht werden, das diese Programme vordergriindig zum
Zweck der Evaluierung und nicht als einsatzfdhige Volumenrenderer konzipiert
worden sind.

L Application Program Interface, s. Unterverzeichnis wvvrenderer/doc
2single instruction, multiple data
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4.1 Das Grundkonzept

Das Grundkonzept der Implementierung ist ein Document- View-Ansatz (s. [Dod]),
der auf 3 Schliisselklassen beruht:

4.1.1 Die VoxelCube-Klasse

Diese Klasse erweitert die von der Blitz++-Bibliothek ([Bli]) bereitgestellte drei-
dimensionale Matrixklasse auf das Konzept eines wiirfelformigen Volumenda-
tensatzes, dessen Seitenldnge Zweierpotenzen sind. Durch die Festlegung Brei-
te=Hohe=Tiefe=2" wird die Wavelet-Zerlegung um die sonst nétige Betrach-
tung einiger Sonderfille vereinfacht, da so die maximal mogliche Zerlegungstiefe
in allen Dimensionen gleich ist und sich die Zeilen-, Spalten- und Tiefenvektoren
n-mal in zwei Hélften teilen lassen.

Im Rahmen des Grundkonzepts iibernimmt diese Klasse die Rolle des Do-
kumentes, indem {iber die Methoden rawlmport() und rawExport() Moglichkeiten
zum Laden und Speichern von Volumendaten im Binérformat beliebigen Daten-
typs mit wiahlbarer Endianess bereitgestellt wird (s. Beschreibung der Hilfsklassen
ConvertEndianess und ByteSwapper). Es konnen Volumendatensitze mit beliebi-
gen Dimensionen geladen werden, die automatisch zu einem Wiirfel erweitert
werden. Zudem fiihrt diese Klasse durch die Methode transform() die dreidimen-
sionale Wavelet-Transformation durch. Dazu benutzt sie die von den jeweiligen
Waveletklassen angebotene einstufige, eindimensionale Transformation nach dem
in Abschnitt dargestellten Prinzip. Die Wavelet-Klasse selbst wird dabei als
Template-Parameter iibergeben. Durch diese compile-time linkage kann die ab-
straction penalty deutlich herabgesetzt werden, d.h. die Effizienz ist trotz des
hohen Abstraktionsgrads weiterhin hoch (s. [VGI8] und [VJ97]). Dies wird durch
die Umgehung der sonst fiir die objektorientierte Programmierung typischen indi-
rekten Funktionsaufrufe iiber wvirtual tables durch Herstellung der Beziehung zur
Ubersetzungszeit erreicht. Ein weiterer Vorteil ist die bessere Optimierbarkeit, da
der Code anderer Klassen quasi inline eingebunden wird.

4.1.2 Die Wavelet-Klasse

Die Wavelet-Klasse stellt als abstrakte Klasse das Konzept bzw. die Schnittstelle
fiir alle konkreten Wavelet-Klassen dar. Jede dieser konkreten Wavelet-Klassen
muf} neben den kontinuierlichen Wavelet- und Skalierungsfunktion im Orts- und
Frequenzbereich (reprasentiert durch die Methoden phi() und psi() fir den Orts-
bereich und den Methoden Phi() und Psi() fir den Frequenzbereich) auch eine
eindimensionale, einstufige Wavelet-Zerlegung anbieten (Methode transform()),
mit der sich aber (s. Abschnitt Wavelet-Zerlegungen beliebiger Dimension
und Zerlegungstiefe konstruieren lassen.
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4.1.3 Die Renderer-Klasse

Die abstrakte Renderer-Klasse verkorpert die Schnittstellendefinition der wvieur
Komponente des Grundkonzepts. Die Aufgabe der Renderer-Ableitungen ist die
Visualisierung der relevanten Waveletkoeffizienten. Zusétzlich bietet sie als Ober-
klasse aller konkreten Implementierungen Methoden zum Export der gerenderten
Bilder entweder im Bin&rformat wéhlbaren Datentyps und Endianess (Methode
rawExport()) oder als PGM2#} Datenstrom durch die Methode exportPGM2(). Das
Rendern selbst erfolgt durch die Methoden renderApprox(), welche die erste De-
tailstufe erzeugt, und der Methode addDetail(), welche die bisherige Approxima-
tion nach dem Prinzip der progressiven Darstellung um jeweils eine Detailstufe
verbessert. Diese Methoden haben keinen Riickgabewert, auf die Ergebnisse kann
durch die Exportmethoden zugegriffen werden.

Die WaveletFourierSplatRenderer-Klasse

Im Rahmen dieser Ausarbeitung wurde nur eine konkrete Klasse, WaveletFou-
rierSplatRenderer, mit dem im Abschnitt [3.3] in Gleichung vorgestellten Vi-
sualisierungsverfahren implementiert. Die eigentliche Berechnung der Bilder wird
auf zwei verschiedene Methodenaufrufe der Rendererklasse aufgeteilt:

Berechnung der ersten Approximation Die Methode renderApprox() be-
rechnet die erste Approximation aus den Koeffizienten ¢, entsprechend dem er-

sten Teil von Gleichung

xXr
_3 .
éD,Approw(x7 y) =2 oM. P (,OE)O) (2 Yy ) *
z
(4.1)
r—0p
Y. ceulpar]- PO | y—a |)
(p,q,r)GV(()O) zZ—r

Diese Gleichung findet sich —hier um die nur zu Testzwecken bedingt einkompilier-
ten und somit redundanten Testausgaben reduziert— unmittelbar im C4++-Code
wieder.

template<class T,template<class > class Wavelet>
void WaveletFourierSplatRenderer <T', Wavelet >::\
renderApprox (double azimunt ,double elongation)
{

// Berechnung der Basisvektoren der

// Projektionsebene

3portable gray map-Format in Textcodierung
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calculateUV (azimunt , elongation );

// Dilationsfaktor 2M
double dilat=double(l<<(firstLevel));

// Vorfaktor 2:M
double scale=pow(dilat ,1.5);

// Projektion der Stuetzpunkte der

// Approzimationskoeffizienten cy auf die

// Projektionsebene (mit Ueberabtastung)

mapper (approximation_coefficients , dilat );

// Fouriertransformation

plane . transform ();

// Tiefpassfilterung und 2:1 Unterabtastung

// im Frequenzbereich
approximation.copyDownScaledSpect (plane ;1);

// Faltung mit den projizierten Basisfunktionen

// durch Multiplikation im Frequenzbereich
applyWavelet<false , false ,false >(approximation , dilat ,scale );
// Da die fftw bei der inversen Transformation generell
// die Eingangsdaten zerstoert werden diese vorher

// mach destination kopiert

destination .copy(approximation );

// Anwendung eines evtl. konfigurierten Fensters
destination .applyWindow ();
destination.inv_transform (true);

Hinzufiigen von Detailstufen Entsprechend der Schnittstellendefinition fiigt
die Implementierung der Methode addDetail(int level) die Detailkomponenten der
Zerlegungsstufe m = level zur bereits berechneten Approximation hinzu. Jeder
Aufruf dieser Methode mit level = M ...1 entspricht einer Summation in der
dufleren Summe von

17 x
_3 —-m
X5p petaity, (T, Y) = 2 M Z ZP ¢él) (2 Y ) *
m=M [=1 z
r—p
Y. dulpgr]- PSR | y—q |)
(p.a.r)EW) =0T
(4.2)
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Die innere Summe {iiber die 7 rdumlichen Basisfunktion der Detailkomponente
wurde in der Implementierung aufgerollt, wie der folgende —und wiederum um
redundante Testausgaben reduzierte— Codeausschnitt zeigt:

template<class T,template<class > class Wavelet>
void WaveletFourierSplatRenderer<T', Wavelet >::\
addDetail (int level)
{

// die Basisvektoren der Projektionsebene

// wurden schon in renderApprox berechnet

double dilat=double(l << (level));
double scale=pow(dilat ,1.5);

// Referenz auf den Listeneintrag mit

// den Detailkoeffizienten der Zerlegungs—
// stufe level=m

typename Renderer<T, Wavelet ,true >::\

detail level_t xcurrent_level =\

&detail _coefficients [level —1];

// Projektion wvon dy

mapper (current_level —>detail_combination [HLL] , dilat );
// 2D-DFT

plane . transform ();

// Tiefpassfilterung und 2:1 Unterabtastung
detail.copyDownScaledSpect (plane ,1);

// Faltung mit ¢y, - o, - ¢,

// im Frequenzbereich

applyWavelet<true, false ,false >(detail ,dilat ,scale);
// Hinzuaddieren zur bisherigen Approximation
approximation += detail;

// Wiederholung fuer die anderen 6 Basisfunktionen

mapper (current_level =—detail_combination [LHL] , dilat );
plane . transform ();

detail.copyDownScaledSpect (plane ,1);
applyWavelet<false ,true, false >(detail , dilat ,scale);
approximation += detail;

mapper (current_level =—detail_combination [HHL] , dilat );
plane . transform ();
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detail.copyDownScaledSpect (plane ,1);
applyWavelet<true ,true, false >(detail , dilat ,scale );
approximation += detail;

mapper (current_level =—detail_combination [LLH] , dilat );
plane . transform ();

detail.copyDownScaledSpect (plane ,1);
applyWavelet<false , false ,true>(detail , dilat ,scale);
approximation += detail;

mapper (current_level =—detail_combination [HLH] , dilat );
plane . transform ();

detail.copyDownScaledSpect (plane ,1);
applyWavelet<true, false ,true>(detail ,dilat ,scale);
approximation += detail;

mapper (current_level =—detail combination [LHH] , dilat );
plane . transform ();

detail . copyDownScaledSpect (plane ,1);
applyWavelet<false ,true,true>(detail ,dilat ,scale);
approximation += detail;

mapper (current_level =>detail _combination [HHH] , dilat );
plane . transform ();

detail . copyDownScaledSpect (plane ,1);
applyWavelet<true ,true ,true>(detail ,dilat ,scale);
approximation += detail ;

destination .copy(approximation);
destination .applyWindow ();
destination.inv_transform (true);

Die Faltung mit den projizierten Basisfunktionen

Die von den Rendering-Methoden renderApprox und addDetail haufig genutzte
Methode applyWavelet() berechnet die Projektionen der jeweiligen Basisfunktion
durch Fourier-Slicing auf der Basis der durch die Wavelet-Klassen bereitgestell-
ten analytischen Ausdriicke fiir die Fouriertransformierten der Basisfunktionen.
Die Wavelet-Klasse selbst wird der Methode durch das Template-Argument Wa-
velet iibergeben, die Kombination des dreidimensionalen separierbaren Wavelets
aus den eindimensionalen Funktionen durch die Boolschen Template-Argumente
DetailX,DetailY und DetailZ. Ist einer dieser Parameter auf ,,wahr* gesetzt, wird
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fiir die entsprechende Funktion die Wavelet- und sonst die Skalierungsfunktion
verwendet.

template<class T,template<class > class Wavelet>
template<bool DetailX ;bool DetailY ;bool DetailZ>
void WaveletFourierSplatRenderer <T', Wavelet >::\
applyWavelet (Fourier2D &plane ,double dilation ,double scale)
{

// Breite/Hoehe der Projektionsebene plane

int Np = plane.width ();

int Nph = Np/2;

/) Ay = %ﬂ

double dw = dilation*pi/Nph;

// dwu=AQ-u, entspricht der

// horizontalen Frequenzachse der slice—FEbene
TinyVector<double,3> dwu(u(0)*xdw,u(1l)*dw,u(2)*dw);
// dwv=AQ- -0, entspricht der

// wvertikalen Frequenzachse der slice—FEbene
TinyVector<double,3> dwv (v (0)*xdw,v(1)xdw,v(2)*dw);

// Dieser Vektor zeigt auf die Zeilenanfaenge der

// der slice—FEbene

TinyVector<double,3> wr((—Nph)xdwv(0),(—Nph)sxdwv(1),\
(~Nph)sdwv (2))

// Positionsvektor auf der slice—FEbene
TinyVector<double,3 > w;

// Iterator weber das Spektrum der projizierten
// Stuetzpunkte , iteriert zuerst ueber den Bereich
// Q,=[-7,0] des Spektrums
Fourier2D :: ComplexIterator it=plane.negativeHalf ();
for (int halves=0;halves < 2;halves++)
{
for (int y=0;y<Nph;y++)
{
// setze w auf den Zeilenanfang
W = Wr;
// zweidimensionale real—to—complex DFT
// in horizontaler Richtung stehen nur
// N2+1 Koeffizienten

// zur Verfuegung
for (int x=0;x<=Nph;x++)
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// Faltung im Frequenzbereich durch Multiplikation
// des Spektrums der projizierten Stuetzpunkte mit
// dem Spektrum auf der slice—FEbene
(1t +4) x= (scalex\
((DetailX) 7 wavelet.Psi(w(0)) : wavelet.Phi(w(0)))
((DetailY ) ? wavelet.Psi(w(1)) : wavelet.Phi(w(1)))
((DetailZ) ? wavelet.Psi(w(2)) : wavelet.Phi(w(2)))
// ein Schritt in Zeilenrichtung auf der Slice—FEben
w += dwu;
}
// eine Zeile tiefer
wr += dwv;
}
assert (halves == 1 || it == plane.end());
assert (halves == 0 || it == plane.negativeHalf ());
// Wiederholung fuer den Bereich Q,=1[0,7).
it = plane.positiveHalf ();

*
k

);

4.2 Hilfsklassen

In diesem Abschnitt werden die fiir die Implementierung bendtigten Hilfsklassen
kurz vorgestellt. Eine genaueren Uberblick bietet die API-Dokumentation, die
sich im doc-Unterverzeichnis bei den Quellen des Programms auf der beigelegten

CD befindet.

4.2.1 Die Fourier2D-Klasse

Die Fourier2D-Klasse repréisentiert die Funktionalitéit einer zweidimensionalen
real-to-comples-FFT und baut auf der C-Bibliothek FETW ([FEFT]) auf. Dem
Konstruktor werden Breite und Hohe der Matrix, ein Boolscher Parameter mit
dem alle Koeffizienten der Matrix zu Null initialisiert werden konnen, einen die
Art der verwendeten FFT bestimmenden boolschen Parameterff] sowie den Typ
des eventuell gewiinschten Fensters fiir die Nachfilterung (kein Fenster, Hamming-
und Hanningfenster sowie einige eher experimentelle Fenstertypen). Die Fenste-
rung kann durch den Aufruf der Methode applyWindow() durchgefiihrt werden,
wenn sich das Objekt im transformierten Status befindet, was mit der Methode
is Transformed() iiberpriift werden kann.

4ist dieser auf ,, wahr“ gesetzt, fiihrt die FFTW-Bibliothek einige Testliufe zur Ermittlung
des optimalen Algorithmus durch
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Die Klasse bietet durch den (x,y)-Operator Zugriff auf die Daten im Orts-
bereich, so dafl die Objekte auch sehr einfach als diskrete Projektionsebenen
verwendet werden konnen. Zusétzlich kann tiber den [row]-Operator auch eine
Referenz auf einen Zeilenvektor erhalten werden.

Die Transformation aus dem Orts- in den Frequenzbereich wird durch den
Aufruf der Methode transform() durchgefiihrt, die inverse Transformation durch
den Aufruf der Methode inv_transform(). Fiir den Zugriff der Daten im Frequenz-
bereich kann entweder die Methode H(k,l) verwendet werden, die entweder eine
Referenz auf oder eine Kopie von dem komplexen Spektralwert an den durch
die Koordinaten (k,[) gegebenen Ort des Spektrums zuriickgibt. Dabei miissen
die Besonderheiten der zweidimensionalen real-to-comples-FFT beachtet werden.
Diese 1483t sich in zwei eindimensionale FFT’s zuerst iiber die Zeilen- und dann
iiber die Spaltenvektoren separieren. Die erste Transformation transformiert rein
reelle Daten, somit ist das Spektrum symmetrisch ([Nol98a]) zur Nullfrequenz.
Da die rechte Hilfte des symmetrischen Spektrums redundant ist, werden nur die
ersten M/2+ 1 Koeffizienten des Spektrums gespeichert, die dem Frequenzbereich
), = [0, 7] entsprechen. Die zweite Transformation ist eine normale complex-to-
complez-Transformation iiber die nun komplexen Resultate der ersten Transfor-
mation in Spaltenrichtung, die jeweils N Koeffizienten entsprechend dem Fre-
quenzbereich [0, 27) erzeugt. Der Riickgabewert von H(k,l) entspricht also

. . L 2m 27

X(jEAQ,, jIAQ,) = X (jk:M,le) , kel0,M], 1 €[0,2N). (4.3)
Wenn wie fiir die Faltung mit den projizierten Basisfunktionen im Frequenzbe-
reich das Spektrum im Frequenzbereich €, = [—m, ) benétigt wird, kann die
2m-Periodizitit des DFT-Spektrum ausgenutzt werden (s. Abbildung [4.1]); der
Frequenzbereich €}, = [—m,0) entspricht dem Frequenzbereich [r,27). Da die
FFT in Spaltenrichtung wie jede andere complez-to-complez-DFT die Koeffizi-
enten fiir den Frequenzbereich [0,27) erzeugt, liegen die Koeffizienten fiir den
negativen Frequenzbereich hinter den Frequenzen fiir den positiven Frequenzbe-
reich.

Alternativ kann auf das Spektrum auch iiber den Complexlterator zugegrif-
fen wird. Die Methoden positiveHalf(), negativeHalf() und end() liefen Iteratoren
auf die Zeilenanféinge des positiven Bereichs (£2, = 0), den negativen Bereich
(2, = —m bzw. 7) und dem letzten Zeilenvektor des Spektrums (2, = 7 — AQ
bzw. 2 — AQ). Auf diese Art und Weise kann bequem iiber das Spektrum iteriert
werden (s. Quellcodebeispiel auf Seite. Die Dereferenzierung des Iterators und
der Riickgabewert von H(k,|) ergeben den komfortablen C++-Komplexdatentyp,
fiir den die arithmetischen Operationen mit den entsprechenden Versionen fiir
komplexe Zahlen iiberladen sind. Weitere Methoden und Operanden dieses Da-
tentyps sind in [Str00] beschrieben. Fiir die Fourier2D-Klasse selbst wurde weiter-
hin der von der Implementierung des Visualisierungsverfahrens hiufig genutzte
Akkumulierungs-Operator += iiberschrieben.
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IX(n - AQ)

f

Abbildung 4.1: 27-Periodizitat des DFT-Spektrums; mit durchgezogenen Linien
ist der Frequenzbereich der Koeffizienten einer complex-to-complex-DFT mar-
kiert.
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Fiir die Ausgabe wurde der Stream-Ausgabeoperator so iiberladen, das er —je
nach Transformierungsstatus— die Matrix in Textform ausgibt. Die Formatierung
wurde so gewahlt, das nach dem Umleiten in eine Textdatei diese von Matlab
bzw. Octave als .m-Datei eingelesen werden kann.

Fourier2D A(10,10);

A(5,5) = 1;

ofstream output (”example.m”);

output << "A=" << A << endl;
A.transform ();

output << 7SpektrumA=" << A << endl;

Weiterhin besteht wiederum iiber die Methode rawExport() die Moglichkeit zur
Ausgabe im Binarformat.

4.2.2 Die ByteSwapper-Klasse

Die Byteswapper-Klasse bzw. deren Ableitung ConvertEndianess dient zur Kon-
vertierung der Byteanordnung (Endianess, s. [LEM98]) von Bindrdaten und wird
in allen Methoden zum Bindrdatenimport und Export genutzt. Die Implemen-
tierung setzt auf die in [VGI8] beschriebene Technik der template partial eva-
luation, durch die fiir jede GroBe des zu konvertierenden Datentyps in Bytes der
richtige Algorithmus aus Anwendersicht vollig transparent zur Ubersetzungszeit
ausgewdahlt wird. So ist zum Beispiel fiir Ein-Byte-Datentypen keine Konversi-
on notig. Fiir Zwei- und Vier-Byte-Datentypen wurden eigene spezialisierte Al-
gorithmen implementiert, fiir alle gréfferen Datentypen wurde ein universeller
Algorithmus auf Schleifenbasis implementiert. Dieser in der ByteSwapper-Klasse
implementierte Mechanismus wird in der Ableitung ConvertEndianess gekapselt.
Diese Klasse bietet auf komfortablem Weg die Endianess-Konvertierung.

Die Motivation zum Einsatz der template partial evaluation-Technik war durch
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die Gréfle von Volumendatensétzen, typischerweise im zweistelligem Megabyte-
bereich, gegeben. Durch den Einsatz dieser Technik wird nicht nur der optimale
Algorithmus fiir den Datentyp sondern fiir die Endianess-Konvertierung an sich
erzeugt: stimmt die Endianess des Host-Systems und der Datei iiberein, wird
keine Konversion durchgefiihrt.

4.2.3 Die CmdLineParser-Klasse

Die CmdLineParser-Klasse stellt, wie der Name schon andeutet, die Funktionalitit
eines Kommandozeilenargumenten-Parsers zur Verfiigung. Dieser wird von den
zur Evaluierung des Visualisierungsverfahrens geschaffenen Programmen wvvren-
derer (+Wavelet-Suffix) und den Programmen zur Berechnung von Waveletkoef-
fizientenhistogrammen, cubeTransform (+Wavelet-Suffix), zur Ubergabe von Pa-
rametern genutzt. Die Verwendung von Kommandozeilenargumenten ermdoglicht
gegeniiber einer interaktiven Abfrage der Parameter den Einsatz der Programme
in Skripten, z.B. zur automatisierten Auswertung der Resultate.

Die Kommandozeilenargumente werden mit der Methode addArgument(token,-
explanation,default_value) iibergeben, womit ein Argument -token hinzugefiigt wird,
das einen optionalen Standardwert default_value haben kann. Der Hilfetext wird
mit dem Kommandozeilenswitch und eventuellen Standardwerten in einer Auf-
listung der Argumente mit einem einleitenden und im Konstruktor festgelegten
Programmbeschreibung ausgegeben, wenn das vordefinierte Kommandozeilenar-
gument -h beim Programmstart verwendet wurde. Da Ausgaben nur in Fehlersi-
tuationen notig sind werden alle Ausgaben {iber String-Exceptions weitergeleitet.

Das Parsen der Kommandozeilenargumente erfolgt durch die Methode parse(),
der die Kommandozeilenargumente des Programms C/C+-+-typisch iiber die Pa-
rameter argc (Anzahl an definierten Kommandozeilenargumente) und argv (C-
Array mit arge Kommadozeilenargumenten als C-Strings) der main()-Funktion
iitbergeben. Danach konnen die den Argumenten zugewiesenen Parameter allge-
mein als Strings durch die Funktion getAttribute abgefragt werden, fiir Ganzzahl-
und FlieBkomma-Argumente existieren die Methoden getlntAttribute() und get-
DoubleAttribute(). Diese Methodenaufrufe 16sen String-Exceptions mit einer Feh-
lerbeschreibung an den Programmbenutzer aus, wenn obligatorischen Parameter
nicht iibergeben worden sind oder die in den Methodenaufrufen getintAttribute()
und getDoubleAttribute() stattfindende Konvertierung zu Zahlen fehlgeschlagen
ist. Als zusétzliche Parameter erwarten diese Methoden einen die Bedeutung des
Parameters ausdriickenden Begriff zur Generierung von selbsterkldrenden Fehler-
meldungen und der optionalen Angabe, ob die Angabe dieses Arguments obliga-
torisch ist. Bei nichtoptionalen Argumenten wird eine Exception ausgelost, wenn
dem Argument kein Wert zugeordnet wurde.

Das nachfolgende Programmbeispiel zeigt den Einsatz der Klasse in einem
Minimalprogramm, welches die Argumente Breite und Hohe als Kommandozei-
lenparameter erwartet
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int main(int argc,char xxargv)
{
try
{
CmdLineParser parser (”Rechteck—Flaechenberechnung.”);
// ohne Standardwert
parser .addArgument ("B” ,” Breite_des_Rechtecks” );
// mit Standardwert
parser .addArgument ("H” ,” Hoehe_des_Rechteck” ;7127 );
parser.parse(argc,argv);
// die Angabe der Breite ist optional
int W= parser.getIntArgument ("B” ,” Breite” );
// die Angabe der Hoehe ist obligatorisch
int H = parser.getIntArgument ("H” ,” Hoehe” , false );
cout << ”Flaeche:.” <<WxH << endl;
return 0;

}

catch(string msg)

{
cerr << msg << endl;
return —1;

}
}

4.2.4 Die CPU_Clock-Klasse

Die CPU_Clock-Klasse reprisentiert das Konzept einer Mikrosekunden-Stopuhr.
Sie wird verwendet, um die Ausfithrungszeiten der Bildberechnungen zu messen.
Fiir die Zeitmessung wird die clock()-Funktion der C-Standardbibliothek ver-
wendet (Header-Datei time.h). Die Objekte beginnen ab der Instantiierung mit
der Zeitmessung; die verstrichene Zeit in Mikrosekunden kann mit der Methode
getMicroSeconds() abgefragt und mit dem Aufruf der Methode reset() auf Null
zuriickgesetzt werden.

4.2.5 Die Histogramm-Klasse

Die Histogramm-Klasse dient zur Ermittlung der Histogramme der Wavelet-Trans-
formationskoeffizienten. IThrem Konstruktor werden die gewiinschte Anzahl an
Bins und der Wertebereich iibergeben. Die Verwendung eines festen Werteberei-
ches ermoglicht eine bessere Gegeniiberstellung von Histogrammen verschiedener
Quellen. Die Ausgabe der Histogramme erfolgt durch den entsprechend {iber-
ladenen Operator als Textdatenstrom. Mit der Methode addValue() kénnen die
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MeBwerte erfait werden, wobei eine Verletzung des Wertebereichs eine String-
Exception mit einer entsprechenden Fehlermeldung auslost.

4.3 Verwendung des Programms

Durch die Verwendung der compile-time linkage steht fiir jeden Wavelet-Typ ein
eigenes Programm wvvrenderer< Wavelet — Suf fix > zur Verfiigung. Durch
den Aufruf des Programms ohne weitere Parameter oder mit dem -h-Argument
werden alle verfiigharen Optionen angezeigt. Fiir den Start einer Berechnung
miissen mindestens die Dimensionen des Volumendatensatzes (-W.-H und -D-
Argumente) und die Quelle als -S-Argument angegeben werden. Diese kann eine
Datei (Attribut file) oder einer der drei verfiigharen Testdatensétze sein:

center_dot Bei diesem Testdatensatz ist nur die Gewichtung des Voxels in der
Mitte ungleich Null. Er dient zur Uberpriifung der Rekonstruktion des Be-
tragsfrequenzspektrums, da das Spektrums des Punkts nach seiner Projek-
tion keine Phase aufweist.

offcenter_dot Dieser Testdatensatz besteht wiederum nur aus einem relevan-
ten Voxel, nur befindet sich dieser nicht mehr in der Mitte. Er dient zur
Uberpriifung der Rekonstruktion der Phase des Spektrums.

cube Dieser Testdatensatz beinhaltet einen Wiirfel, der halb so grofl ist wie
der gesamte Volumendatensatz. Mit ihm kann das generelle Funktionieren
der Visualisierung visuell gepriift werden, da die X-Ray-Projektion dieser
einfachen rdumlichen Figur leicht gedanklich nachvollzogen werden kann.

Fiir die Verwendung eines in einer Datei gespeicherten Volumendatensatzes mufl
zusédtzlich mit dem -F-Argument der Dateiname und mit -format das Datenfor-
mat angegeben werden. Optional kann mit dem -Endian-Argument die Byteorder
der Datei angegeben werden, ohne diese Angabe wird die Byteorder des Hosts

angenommen.

Zur Visualisierung eines 256 x 256 x 256-Volumendatensatzes, der in der Datei
skull.raw im Binédrformat mit einer Genauigkeit von 8 Bit/Voxel (vorzeichenlos)
gespeichert ist und dreistufig zerlegt aus dem Betrachtungswinkel ¢ = 6 = 45°
dargestellt werden soll, ist das Programm mit den folgenden Parametern aufzu-
rufen:

knoeohcd@wega:~/../src> wvvrendererHaar W 256 —H 256 —D 256\
—S file —F 7/Uni/CG2/Voulumes/skull/skull .raw —format uc \
—phi 45 —theta 45 —m 3 —level 0.2

get data from file ... finished.
Normalize data ... finished .

Source: skull.raw

Endianess: HostEndian, format: wuc
specified source size: 256x256x256
vozel cube size: 256

allocated memory for cube: 128M

R RN N NN
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# Wavelet type: Haar

# Wavelet transformation depth: 3

# applied window: Hamming

# Azimunt viewing angle: 45°

# FElongation viewing angle: 45°

Wavelet transformation time: 12990000 ps / 12.99s

extract relevant wavelet coefficients ... finished.

skull . rawb512x512HaarHammingAz45E145Eps0.2 LevelOdoubleLE .raw : 0.29s
skull .raw512x512HaarHammingAz45E145Eps0.2 LevelldoubleLE .raw : 1.72s
skull .rawb12x512HaarHammingAz45El45Eps0.2 Level2doubleLE .raw : 1.71s
skull . rawb512x512HaarHammingAz45E145Eps0.2 Level3doubleLE .raw : 1.71s

Wavelet coefficient ’s usage stats

Level 0: 86.3159% (sum: 0.168586% of all coefficients)

Level 1: 4.36968% (sum: 0.228328% of all coefficients)

Level 2: 0.732803% (sum: 0.238346% of all coefficients)

Level 3: 0.0240735% (sum: 0.238675% of all coefficients)

Das Programm protokolliert zuerst die zum Einlesen der Daten notigen Schrit-
te und gibt dann die aktuelle Konfiguration aus. Danach wird die Wavelet-
Transformation durchgefiihrt und die dafiir benttigte Zeit ausgegeben. Anschlie-
Bend wird eine Schwellwertsegmentierung der Koeffizienten durchgefiihrt (der
Schwellwert wird durch das Kommandozeilenargument level iibergeben) und die
relevanten Koeffizienten in Listen eingetragen. Anschliefend erfolgt die eigentli-
che Visualisierung, wobei die fiir jeden Rekonstruktionsschritt verbrauchte Zeit
hinter dem Dateinamen der Bilddatei angezeigt wird. Die Bilder werden jeweils
in zwei Versionen erstellt: zum einen als Bindrdatei (.raw-Extension, in der letz-
ten Version des Programms optional) und als PGM-Bilddatei (Extension .pgm).
Die PGM-Dateien kénnen von géngigen Bildbetrachtungsprogrammen direkt an-
gezeigt werden, die Bindrdateien waren zur Ermittlung des peak-SNR-Wertes im
folgenden Kapitel gedacht. Der Dateiname selbst tragt alle relevanten Parameter
der Berechnung in sich. Er beginnt mit dem Namen der Quelle des Volumen-
datensatzes, anschliefend folgt die Grofle des Bildes, der Name des verwende-
ten Wavelets, der Name der zur Nachfilterung verwendeten Fensterfunktion, die
Betrachtungswinkel, der Schwellwert fiir die Segmentierung, die Rekonstrukti-
onsstufe und (nur fiir die Binérdatei relevant) das Format und die Byte-Order.
Abschliefflend wird noch die Statistik iiber die Anteile der verwendeten Wavelet-
Koeffizienten fiir jede Rekonstruktionsstufe angezeigt, zuerst fiir jede Stufe ge-
trennt und in Klammern auf die Gesamtanzahl an Voxeln hochgerechnet und
akkumuliert.

Die Bedienung der fiir die Erzeugung der Histogramme zusténdigen Program-
me erfolgt analog, nur das hier auler Quelle und Zerlegungstiefe und den Para-
metern des Histogramms (Anzahl an Bins und dem Wertebereich) keine weiteren
Informationen benotigt werden. Die Histogramme werden tabellarisch in Text-
form ausgegeben, wobei die erste Spalte den durch das Bin verkdrperten Wert
(x), die zweite Spalte den Histogrammwert p,(z) und die dritte Spalte den Wert
des Summenhistogramms F,(z) beinhaltet.
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Kapitel 5

Evaluierung

In diesem Abschnitt wird die Eignung des implementierten Visualisierungsverfah-
rens zur progressiven Darstellung in interaktiven Anwendungen anhand von Vo-
lumendaten medizinisch/technischen Ursprungs untersucht, die von [Tiib03] und
[Stu03] bezogen worden sind. Die Evaluierung fand auf einem Linux-System (Ker-
nel: 2.6.0-test2-bk6) statt, welches mit einem AMD Athlon-XP 1900+--Prozessor
(1590 MHz Takt, laut Kernel 3153.92 BogoMIPS) und 768 MByte Speicher aus-
gestattet war. Alle Messungen fanden unter KDE3.1.4 statt, so das die Testum-
gebung einem zeitgeméaflen Biiro-PC entspricht.

Fiir die Ubersetzung der Programme wurde der Gnu-Compiler in der Ver-
sion 3.1.1 verwendet, zur Optimierung wurden die Compiler-Flags -O4 -pipe -
mcpu=i686 -fomit-frame-pointer -fexpensive-optimizations -funroll-loops -ffast-math
-mpreferred-stack-boundary=8 -malign-double aktiviert. Die libtool-Programme des
Systems waren auf dem Quellcode-Stand vom 12.6.2003 (Version 2.14).

Ziel der Evaluierung ist die Untersuchung des implementierten Visualisie-
rungsverfahrens in Abhéngigkeit vom verwendeten Wavelet-Typ, der Zerlegungs-
tiefe und der Hohe des fiir die Segmentierung der Koeffizienten verwendeten
Schwellwerts beziiglich seiner Eignung fiir progressiven Visualisierungen in inter-
aktive Anwendungen. Die Erfolgskriterien sind die Qualitidt der Rekonstruktionen
und die fiir ihre Berechnung benétigte Zeit in Relation zu etablierten nichtpro-
gressiven Verfahren. Von besonderer Bedeutung ist dabei die Zeitspanne bis zur
Fertigstellung der ersten Approximation, da diese der Reaktionszeit bei inter-
aktiver Auswahl des Betrachtungswinkels entspricht und somit entscheidend fiir
die Interaktivitdt der Anwendung ist. Die Darstellung der weiteren Detailstufen
ist dann weniger zeitkritisch, da der Betrachter gewohnlich nach der Auswahl
des Betrachtungswinkels das Bild erst in seinen groben Details aufnimmt -die ja
schon vorliegen- und sich erst schrittweise auf Details konzentriert.

Fiir die Beurteilung der Qualitéit der berechneten Bilder wird als objektives
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Giitema$ der peak-SNR-Wert (s. [Ohm99], [Nol00c])

2
pSNR.p = 10 - log, (ﬁ) : (5.1)
)

verwendet, wobei 0% die Varianz der Differenz
D=x—-1z (5.2)

zwischen dem zu evaluierenden Bild # und dem Referenzbild x ist. Das Refe-
renzbild wird durch ein etabliertes Vergleichsverfahren erzeugt, wofiir das im
Abschnitt beschriebene Splatting-Verfahren verwendet wird. Wie dort be-
schrieben ergibt sich dieses Verfahren als Sonderfall des implementierten Visua-
lisierungsverfahrens fiir die Zerlegungstiefe M = 0.

Als Referenzbild wurde die in Abbildung [5.1] dargestellte Projektion eines me-
dizinischen Datensatzes verwendet. Das Splatting-Verfahren benétigte im Mittel
iiber drei Berechnungen 4.59 Sekunden zur Darstellung dieses Bildes.

Abbildung 5.1: Referenzbild fiir die Evaluierungen. Das Bild zeigt die Projektion
eines Magnetresonanz-Scans eines menschlichen Kopfes (Datensatz MRHead, s.
[Stu03]) der GroBe 256 x 256 x 256 aus den Betrachtungswinkeln ¢ = 30°, § = 60°.
Der Schwellwert der Segmentierung betrug ¢ = 0.01, es wurden 98.58 % aller
Koeffizienten genutzt.

Der pSNR-Wert wurde jeweils mittels des folgenden Matlab/Octave-Skriptes
berechnet:
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function [y]=pSNR(x,xref)

# function [y]=pSNR(z,zref)

# berechnet den peak—SNR_dB—Wert
# fuer das Bild x wverglichen zur
# Referenz xzref

# normiere die Bilder

x=x /max(max(abs(x)));

xref=xref /max(max(abs(xref)));

# berechne die Differenz

d=x—xref

# berechne den pSNR

y = 10xlogl0(1/(std2(d)"2));
end ;

Die Bilder werden dazu —entgegen der urspriinglichen Planung— aus den .pgm-
Dateien und nicht aus den .raw-Dateien im FlieBkommaformat geladen. So un-
terliegen sie zwar der QuantisierungE] auf 256 Graustufen, aber in dieser Form
werden sie auch auf den Ausgabegeriiten (Bildschirm, Drucker etc.) angezeigt.

5.1 Evaluierung der praktisch nutzbaren Zerle-
gungstiefe

Die in der Praxis aufgrund der sonst auftretenden Artefakte nutzbare maximale
Zerlegungstiefe wird mafigeblich von der Lénge der Analysefilter beeinflufit. Die
Faltung mit den Filterimpulsantworten ist nur dann problemlos mdoglich, solange
die Lange des zu zerlegenden Signals grof§ gegeniiber der Lénge der Filterim-
pulsantworten ist. Da sich bei der Wavelet-Zerlegung die Lénge des weiter zu
zerlegenden Residuumﬂ bei jeder Zerlegung halbiert, werden die Analyse-Filter
bei einer M-stufigen Zerlegung eines urspriinglich N Abtastwerte langen Signals
zuletzt auf ein Residuum der Lénge
N

NCMA = W (53)
angewendet. Soll diese noch grofler als die Filterlinge Ly = max{Ly,, Ly, } sein,
darf die Ungleichung

N
NF > W (5.4)

'Die Quantisierung findet mit optimaler Aussteuerung statt.
2Die Approximationskoeffizienten, s. Abschnitt
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nicht verletzt werden. Daraus folgt

M < log, < (5.5)

+1.
maX{Lho, th })

Als Faustformel zur Berechnung der maximalen praktisch sinnvollen Zerlegungs-
tiefe hat sich die Gleichung

Minae = [logy(N)] — max{Ln,, Ln, } (5.6)

bewéhrt. In Tabelle sind fiir die in dieser Evaluierung verwendeten Volumen-
datensétze die maximal sinnvollen Zerlegungstiefen nach dieser Faustformel fiir
jeden Wavelet-Typ zusammengefafit. Bei hoheren Zerlegungstiefen kommt es zu
,wolkenférmigen“ Artefakten, die in Abbildung (d) mit Pfeilen markiert wor-
den sind. Fiir den rechten Teil der Abbildung wurde die Zerlegungstiefe weit iiber
die sinnvolle Zerlegungstiefe hinaus gesteigert, um die Artefakte deutlich sicht-
bar zu machen. Auch wenn die meisten Strukturen noch erkennbar sind ist diese
hohe Zerlegungstiefe unbrauchbar, da die erste Approximation (s. obere Reihe
von Abb. keine Anhaltspunkte zur rdumlichen Orientierung des Volumen-
datensatzes mehr liefert. Im Gegensatz dazu geniigt die oben links dargestellte
erste Approximation fiir die Zerlegungstiefe M = 3 den Anspriichen an eine Vor-
schau zur interaktiven Auswahl des Betrachtungswinkels. Dies gilt auch fiir die
Berechnungszeit von ~ 0.23 Sekunden, die sich nur unwesentlich von den Be-
rechnungszeiten fiir die erste Approximation im Fall M = 8 (~ 0.21 Sekunden)
unterscheidet, aber um fast eine Groflenordnung besser als die Berechnungszeit
von 4.59 Sekunden bei Verwendung des Splatting-Verfahrens ist (in allen drei
Féllen wurde zur Segmentierung der Koeffizienten ein Schwellwert von ¢ = 0.01
und -wie in allen folgenden Messungen auch- auf den Wertebereich [0, 1] normierte
Volumendaten benutzt). Zur Nachfilterung wurde das standardméBig aktivierte
Hamming-Fenster benutzt.

Wavelet Filterldnge | maximale Zerlegungstiefe
N=128 N=256
Shannon-Wavelet 7 1 2
lineares B-Spline Wavelet 5t 2 3
Haar-Wavelet 2 ) 6

Tabelle 5.1: Maximale Zerlegungstiefen der verwendeten Wavelets in Abhéngig-
keit von der Grole des Volumendatensatzes.

Abbildung zeigt noch deutlicher, dal bei zu hoher Zerlegungstiefe vor al-
lem die Approximation und die untersten Detailstufen gestort sind. Wéhrend die
Struktur zerfliefit, sind die Rander der eingravierten Schriftziige noch deutlich zu
erkennen. Dies ist nicht nur auf das bereits beschriebene Problem der Verkleine-
rung des Residuums relativ zur Filterlinge zuriickzufiihren, sondern auch in der
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Akkumulierung numerischer Fehler bei der Zerlegung; die Koeffizienten der un-
teren Detailstufen durchlaufen (s. Abbildung mehr Zerlegungsstufen als die
der oberen Detailstufen. Das trifft im Besonderen auf das Shannon-Wavelet zu,
dessen unendlich lange Filterimpulsantworten der Analysefilter nur angendhert
werden konnen. Dies dndert sich auch nicht bei der Implementierung durch Filte-
rung im FFT-Spektrum. Mit zunehmender Zerlegungstiefe nimmt die Blocklange
der FFT immer weiter ab; aus Sicht der Transformation, die von unendlich langen
Signalen ausgeht, entspricht das der Transformation einer Ausblendung aus einem
unendlich langen Signal mit einem immer kleiner werdenden Rechteckfenster. Im
Frequenzbereich bewirkt dies die Faltung des Spektrums des Originalsignals mit
dem immer breiter werdenden Spektrum des Rechteckfensters.

Diese mit der Zunahme der Zerlegungstiefe auftretenden Probleme kénnen
auch als Auswirkung der Unschérferelation (s. interpretiert werden; je
genauer durch die fortwiahrende Zerlegung das Spektrum aufgelost wird, um so
unschérfer mufl die Auflosung im Ortsbereich werden.

Eine quantitative Aussage iiber den Einflufl der Zerlegungstiefe auf die Qua-
litét der vollen Rekonstruktion und der fiir die Berechnung der ersten Approxima-
tion benotigten Zeit kann aus den Mefergebnisse aus Tabelle abgeleitet wer-
den. Dort sind die Berechnungszeiten fiir die erste Approximation und der peak-
SNR der ersten und der vollen Rekonstruktion fiir eine Haar-Waveletzerlegung
des Testdatensatzes in Abhéngigkeit von der Zerlegungstiefe aufgefiihrt. Da die

M tA pSNRdB(m:()) pSNRdB(m:M)
1 1142s 54,285 dB 66,081 dB
2 1043s 45,985 dB 66,077 dB
310,29 s 38,657 dB 66,832 dB
4 10,28 s 33,800 dB 66,787 dB
5 10,28s 29,798 dB 66,839 dB

Tabelle 5.2: Einflul der Zerlegungstiefe M auf die Berechnungszeit der ersten
Approximation t4 und der Qualitét der ersten und letzten Rekonstruktion (als
pSNRyp). Die Ergebnisse wurden durch Anwendung der Haar-Transformation
(Schwellwert ¢ = 0,01) auf den Referenzdatensatz gewonnen.

Anzahl der Approximationskoeffizienten bei einer M-stufigen Zerlegung eines
N x N x N-Datensatzes nur noch
N3

N, e T 23_M (57)
betragt, wére ein exponentieller Abfall der Berechnungszeit fiir die erste Appro-
ximation zu erwarten. Aus Tabelle[5.2]ist aber ersichtlich, dal ab einer bestimm-
ten Zerlegungstiefe kaum noch Verbesserungen erreicht werden. Die Ursache liegt
hauptséchlich im konstanten Overhead des Berechnungsverfahren selbst (z.B. die
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zweidimensionalen FFT-Transformationen, die in jedem Fall ausgefiihrt werden).
Hinzu kommt die Konzentration der Signalenergie und damit der relevanten Ko-
effizienten im tieffrequentem Bereich. Eine hohe Zerlegungstiefe kann aber (s.
Abschnitt zur besseren Redundanz/Irrelevanzreduktion und damit zu einer
effizienteren Speicherung der Volumendaten genutzt werden. Abbildung [5.4] zeigt,
das bei Verwendung des Haar-Wavelets auch eine hohe Zerlegungstiefe noch zu
guten Rekonstruktionen fiihrt.

Irritierend war die Entwicklung der pSN Ryg-Werte. Erwartungsgeméaf sollte
dieser Wert durch die Akkumulierung der numerischen Fehler in der Kette der
Zerlegungsstufe sinken; stattdessen ist sogar ein Anstieg zu beobachten. Deshalb
wurde die Messung mit einer verdnderten Segmentierung wiederholt. Statt den
Schwellwert geméafl Gleichung an die Zerlegungstiefe anzupassen wurde die
Gleichung

m
2

Em — &0 2- (58)
verwendet. Die Ergebnisse in Tabelle zeigen, das sich jetzt die erwartete Ent-
wicklung ergibt - allerdings mit schlechteren Endergebnissen als in Tabelle [5.2]
Eine Erkldrung fiir das Paradoxum der steigenden SNR-Werte bietet die Herlei-
tung von Gleichung[5.9)in [Int92]: nach dieser Herleitung ergibt sich ein optionales
o als Funktion von Blockldnge N des zu transformierenden Datenblocks, der Va-
rianz des additiven Rauschens und indirekt auch von der Zerlegungstiefe. Somit
existiert auch ein optimaler Schwellwert in Abhéngigkeit von diesen Parametern,
Abweichungen von diesem Optimum fiithren zu entsprechender Variation des er-
haltenen pSN R,p-Wertes.

M tA pSNRdB(m:()) pSNRdB(m:M)
1 1141s 54,285 dB 66,865 dB
2 1043s 45,985 dB 65,069 dB
310,30 s 38,657 dB 63,536 dB
4 10,28 s 33,800 dB 61,745 dB
5 10,27 s 29,798 dB 60,093 dB

Tabelle 5.3: Wiederholung der Messung aus Tabelle mit der Segmentierung

Em =€E€0-27 2.

5.2 Evaluierung der Wavelets.

In diesem Abschnitt sollen die Eignung der Wavelets und im Falle des Shannon-
Wavelets die verschiedenen Implementierungen anhand einer Rekonstruktion aus
einer zweistufigen Zerlegung —die laut Tabelle fiir alle verwendeten Wavelet-
Typen sinnvolle Ergebnisse erbringen sollte— untersucht werden. Der Schwellwert
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wurde mit € = 0.1 so festgelegt, das die Geamtrekonstruktionszeiten der langsam-
sten Rekonstruktionen denen des Referenzrenderers entsprachen und trotzdem
Bildqualitédten von iiber 30 dB erzielt wurden.

m Messungen b | Doioti | PSNRyp

to 151 ta
010,435 ]0,435|0,43s | 0,43s | 0,43s | 45,99 dB
1,905 | 1,90s | 1,905 | 1,90s | 2,335 | 53,59 dB
212,295 2,205 2,205 | 2,295 | 4,625 | 59,05 dB

—_

Tabelle 5.4: Evaluierung des Haar-Wavelets.

m Messungen b | Yooti | PSNRyp

Lo 51 to
010,37s]0,37s|0,37s|0,37Ts | 0,37s | 46,41 dB
1,925 | 1,905 | 1,905 | 1,915 | 2,285 | 49,20 dB
2.10s | 2,135 | 2,115 | 2,115 | 4,395 | 49,11 dB

N —

Tabelle 5.5: Evaluierung des lineares B-Spline-Wavelets.

m Messungen tim Yoot | PSNRyp

lo 151 153
010,3s]|0,34s|0,34s|0,35s| 0,35s | 47,21 dB
1,365 | 1,285 | 1,315 | 1,325 | 1,665 | 46,46 dB
1,57s | 1,485 | 1,61s | 1,52s | 3,185 | 46,38 dB

N —

Tabelle 5.6: Evaluierung des Shannon (FFT)-Wavelets.

Die Bildergebnisse sind in den Abbildungen bis dargestellt. Da die
Abbildungen dort relativ klein sind, wurden die vollstindig rekonstruierten Bil-
der noch einmal in gréferer Form in Abbildung zusammengefaflt. In den
Tabellen bis sind die numerischen Ergebnisse der einzelnen Messungen
enthalten, die in Tabelle 5.9 bzw. Abbildung zusammengefait worden sind.
Anhand dieser Zusammenstellung erkennt man, das sich das Haar-Wavelet deut-
lich von den Ergebnissen der anderen Wavelets abhebt. Es ist auch das einzige
Wavelet, bei dem sich der pSN Ryp-Wert progressiv steigert. Auch beim linea-
ren B-Spline-Wavelet steigt der pSN Ryg-Wert mit der ersten Detailstufe, sinkt
jedoch bei der zweiten Detailstufe sogar leicht ab. Dies verwundert, da der linke
Teil von Abbildung deutlich die Zunahme des Detailgrads bei einer dreistu-
figen Rekonstruktion zeigt. Allerdings représentiert der Signal-Rausch-Abstand
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m Messungen tm | Yoioti | PSNRyp
to t1 to
010,25s]0,255|0,24s|0,25s| 0,25s | 35,16 dB
11,135 | 1,125 | 1,125 | 1,125 | 1,37s | 35,06 dB
2 10,685 (0,67s|0,69s|0,68s | 2,05s | 35,07 dB

Tabelle 5.7: Evaluierung des Shannon (DCT)-Wavelets.

m Messungen tm | Yooti | PSNRyp
to t t
010,34s]0,345|0,35s|0,34s | 0,34s | 40,85 dB
11,345 1,315 | 1,395 | 1,355 | 1,69s | 36,71 dB
2 12,145 2,125 | 2,215 | 2,165 | 3,85s | 36,59 dB

Tabelle 5.8: Evaluierung des Shannon (Falt.)-Wavelets.

nur die Energie des Differenzsignals. Die Differenzbilder zwischen dem Referenz-
bild und den Endresultaten fiir € = 0,01 sind in Abbildung dargestellt, al-
lerdings nicht mafistabsgerecht; zur besseren Darstellbarkeit wurden sie optimal
quantisiert. Durch den niedrigeren Schwellwert konnen die Einfliisse der Schwell-
wertsegmentierung fiir die Analyse der Differenzen vernachléssigt werden. Die
Differenzsignale fiir das lineare B-Spline-Wavelet und das Shannon-Wavelet zei-
gen hauptsichlich Hochpalkomponenten. Obwohl die Rekonstruktionen definitiv
an Details eingebiifit haben (s. auch Abbildung rechts) konnte auch eine leich-
te Verschiebung die Ursache fiir die Differenzen sein, wie die Ahnlichkeit mit dem
Resultat der Anwendung eines vertikalen Sobel-Operators auf das Referenzbild
(Abb. rechts unten) zeigt.

Das Differenzbild des Haar-Wavelets scheint nur durch unvermeidbare numeri-
sche Ungenauigkeiten bei den Berechnung entstanden zu sein. Das Haar-Wavelet
ist auch das einzige Wavelet, bei dem die Transformation (bis auf numerische

Wavelet Zeiten / pSNRyp
m =0 m =1 m =2
Haar 0.43 s /45.99dB | 2.33s / 53.59 dB | 4.62 s / 59.05 dB

lin. B-Spline
Shannon (FFT)
Shannon (DCT)
Shannon (Faltung)

0.37 s / 46.41 dB
0.35 s / 47.21 dB
0.25 s / 35.16 dB
0.34 s / 40.85 dB

2.28 s / 49.20 dB
1.66 s / 46.46 dB
1.37's / 35.06 dB
1.69 s / 36.71 dB

4395/ 49.11 dB
3.18 s / 46.38 dB
2.05s / 35.07 dB
3.85s / 36.59 dB

Tabelle 5.9: Evaluierung der Wavelet-Eignung anhand des Referenzdatensatzes

(Zusammenfassung der Ergebnisse aus den Tabellen bis [5.8).
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Ungenauigkeiten) exakt nach den theoretischen Vorgaben durchgefiihrt werden
kann. Die Filterlinge der Analysefilter ist im Gegensatz zu der des Shannon-
Wavelets endlich und im Gegensatz zum linearen B-Spline-Wavelet kann auch
auf eine Signalerweiterung fiir die Faltung verzichtet werden.

Das Shannon-Wavelet schneidet im Vergleich der Rekonstruktionsqualitéiten
am schlechtesten ab; dieses Ergebnis war aber zu erwarten, da die unendlich
langen Analysefilter nur approximiert werden kénnen. Von den Implementierun-
gen schnitt die FFT-basierende Implementierung hinsichtlich der Qualitdt am
besten ab, die Implementierung durch Faltung im Zeitbereich -wahrscheinlich
bedingt durch die zu kurzen Filterlangen- am schlechtesten. Allerdings zeig-
ten die Shannonwavelet-Implementierungen die kiirzesten Rekonstruktionszeiten.
Dies war bei der numerische Einfachheit der Shannon-Basisfunktionen im Fre-
quenzbereich (s. Gleichungen [2.195| und [2.196)) auch zu erwarten; iiberraschend
waren die Unterschiede in den Rekonstruktionszeiten zwischen den verschiede-
nen Shannon-Waveletimplementierungen, da diese sich nur in der Zerlegung aber
nicht in der Implementierung der Basisfunktionen und damit auch nicht im Vi-
sualisierungsverfahren unterscheiden. Die Gesamtrekonstruktionszeit der DCT-
basierende Shannon-Waveletimplementierung hebt sich z.B. deutlich von der Re-
konstruktionszeit der anderen Implementierungen ab. Dies kann nur durch eine
unterschiedliche Anzahl und Verteilung der relevanten Koeffizienten erklért wer-
den.

5.3 Evaluierung der Schwellwertsegmentierung

Die Schwellwertsegmentierung wird entsprechend der in [Int92] empfohlenen For-
mel

em = \/2l0g(N) - 0% 2" 7" (5.9)

~~
€0

mit einem an die Zerlegungstiefe m angepaBten Schwellwert vorgenommenf| Sie
entspricht als Totzonenquantisierung (s. Abschnitt einer Irrelevanzreduk-
tion. Da die Irrelevanz sich geméafl Abschnitt tiber das subjektive Qualitéits-
empfinden definiert, ist die Angabe des Signal-Rausch-Abstandes zur Beurteilung
der Qualitdt wenig hilfreich. Sie wurde aber trotzdem mit in die Evaluierung auf-
genommen, allein um durch die zusétzliche Bildbeispiele diese Zahlenwerte besser
einordnen zu kénnen.

Der Einflufl des Schwellwertes wurde fiir die Schwellwerte ¢ = 0.01, 0.1, 0.5
und 0.9 anhand einer Rekonstruktion des Referenzdatensatzes aus einer dreistu-
figen Haar-Waveletzerlegung untersucht. Diese Auswahl ergab sich aus der Eva-
luierung im letzten Abschnitt, zudem fithrt eine Schwellwertsegmentierung nur

3Da keine Informationen iiber die Rauschvarianz o3% vorlagen, wurde der Vorfaktor zum

Parameter £g zusammengezogen
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bei orthonormalen und damit energieerhaltenden Basen (s. Abschnitt zu
vorhersagbaren Ergebnissen. Zur Verdeutlichung der Verbesserung in der Irrele-
vanzreduktion wurden die Ergebnisse denen des Referenzrenderers bei gleichem
Schwellwert gegeniibergestellt.

Der Vergleich der Auswirkungen der Schwellwertsegmentierung in Abbildung
[5.13] zeigt, das selbst bei Verwendung einer Untermenge von nur 0.263% der
Wavelet-Koeffizienten eine zufriedenstellende Rekonstruktion erreicht wird. Die-
ses Beispiel zeigt das enorme Potential dieser Irrelevanzreduktion zur Datenkom-
pression; hochgerechnet auf die urspriingliche Grofie des Datensatzes (16 MByte)
wiirden diese Untermenge an relevanten Koeffizienten nur etwa 43 kByte ent-
sprechen. Entsprechende Codierverfahren (wie SPTHT) sollten diese Kompression
auch in der Praxis umsetzen konnen, da das Codierschema von SPIHT die Positi-
on der Koeffizienten implizit codiert und zudem die Gewichtung mit angepaflter
Auflosung (s. [SPI6], refinement pass) iibertragt.

Aus den Angaben zu den prozentualen Anteilen der verwendeten Wavelet-
koeffizienten in den jeweiligen Detailstufen (s. Tabelle zeigt sich, das ent-
sprechend des Konzeptes der Irrelevanzreduktion bei Zunahme des Schwellwer-
tes zuerst die Detailkoeffizienten der oberen Detailstufen reduziert werden. Auch
SPIHT codiert die Koeffizienten ausgehend von den Wurzeln der spatial orientati-
on trees, den Approximationskoeffizienten, so das bei Reduktion der Zielbitmenge
der gleiche Effekt eintreten wiirde.

Abbildung zeigt zusammenfassend die Auswirkung der Segmentierung
auf die Berechnungszeit und die Qualitiat der berechneten Bilder. Der grofie Ein-
fluB des Schwellwertes auf die Gesamtrekonstruktionszeit folgt aus der bevorzug-
ten Ausblendung der hohen Detailkoeffizienten; diese stellen aber mit

_7-NP

Nw.. = g (5.10)

den Grofiteil aller Koeffizienten dar.

5.4 Evaluierung der Redundanzreduktion

Fiir eine verlustlose Komprimierung ist die Redundanzreduktion von entscheiden-
der Bedeutung. Deshalb wurde in der folgenden Evaluierung untersucht, inwie-
weit die Entropie des Volumendatensatzes durch die Wavelet-Zerlegung gesenkt
werden kann. Die verbleibende Entropie entspricht dann der unteren Grenze fiir
die Bitrate, die unter Verwendung eines Entropiecodierers (z.B. arithmetischer
Codierer) zur verlustlosen Codierung im Mittel aufgewendet werden muf (s. Ab-

schnitt .

Die Entropie kann geméaf

H(z) == p(x) - log, (p(x)) (5.11)
vV
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Haar-Transformation (M=3) Splatting
€ m =0 m =1 m =2 m=3
tr 0,29 s 1,83 s 2,67 s 8,02 s 4,59 s
0.01  Poka 100% 83,430% | 82,657% | 73,130% -
Ps giobar | 0,195% 1,336% 2,466% 3,466% 98,581%
pSNR,p | 38,657 dB | 45,977 dB | 54,350 dB | 66,832 dB oo dB
tr 0,29 s 1,74 s 1,95 s 2,63 s 2,02s
0.1 Piokal 100% 37,043% | 24,363% | 11,751% -
Ps giobar | 0,195% 0,702% 1,035% 1,1953% | 40,629%
pSNR,p | 38,657 dB | 45,947 dB | 53,529 dB | 59,542 dB | 36,885 dB
tr 0,29 s 1,69 s 1,73 s 1,72 s 1,20 s
0.5 Piokai 100% 15,542% 5,088% 0,749% -
Ps giobar | 0,195% 0,408% 0,477% 0,488% 20,537%
pSNR,p | 38,657 dB | 45,263 dB | 50,751 dB | 51,88 dB | 24,078 dB
tr 0,28 s 1,69 s 1,70 s 0,99 s 0,355 s
0.9 Piokai 61,820% 8,409% 1,857% 0,111% -
Ps giobar | 0,121% 0,0.236% 0,261% 0,263% 2,114%
pSNR,p | 36,102 dB | 38,166 dB | 38,647 dB | 38,672 dB | 14,714 dB

Tabelle 5.10: Evaluierung des Einflusses des Segmentierungseinflusses. g gibt
die Rekonstruktionszeit an, P, den Anteil der in der jeweiligen Detailstufe
genutzten Koeflizienten, Ps 000 représentiert den Anteil der bis dahin genutzten
Koeffizienten hochgerechnet auf alle N3 Koeffizienten, pSN Rz gibt die Qualitit
als peak-Signal-Rausch-Abstand an.

aus der relativen Héufigkeit geschétzt werden, die unter der Annahme eines er-
godischen Prozesses selbst als Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte ge-
nommen wird. Dieser Schétzwert wird in Form eines Histogramm von dem Hilfs-
programm cubetransform erstellt. Dieses Hilfsprogramm liest einen Volumenda-
tensatz ein, fithrt ggf. eine Wavelet-Transformation durch und schreibt die Histo-

(0)

gramme getrennt nach den Subrdumen V;,/ und W in Textdateien.

Die Gesamtentropie der Wavelet-Koeffizienten wurde durch Hochrechnung der
Entropien der Subrdume entsprechend ihren Anteilen am gesamten Voxelraum
gemaf

. 1
ngs.(aj) 23M Vg&)

)+ Z Z 23m W<l)

m=M [=1

(5.12)

bestimmt. Diese Berechnung wird automatisiert durch die Octave/Matlab-Skripte
in Anhang [B.2 durchgefiihrt. Anhand einiger Testldufe stellte sich heraus, das ge-
rade bei hoheren Zerlegungstiefen einige betragsgrofle ,, Ausreifler” bei den Wavelet-
Koeffizienten existieren. Deshalb mufite der Wertebereich des Histogramme mit
x € [—64,64] relativ grof§ gewihlt werden; zur Kompensation wurde die An-
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zahl an Bins auf 10240 erhoht. Zur Kontrolle der Funktion wurde die Analyse
mit dem im Programm ,eingebauten* Wiirfeldatensatz bei einer Zerlegungstiefe
von M = 0 ausgefiihrt. Der Testdatensatz beinhaltet einen Wiirfel, der halb so
grof} ist wie der gesamte Voxelkubus. Somit miissen nach der Normierung /s der
Koeffizienten die Gewichtung 1 und die verbleibenden 7/s der Koeffizienten die
Gewichtung 0 haben. Die Entropie dieses Datensatzes betrégt somit

1 1 7 7
— 0.54356 Bit / Voxel. (5.14)

Dieser Wert wurde auch durch die numerische Analyse ermittelt.

Zerlegung Hyes ()

keine 4.9 Bit/Voxel
Haar, M =1 3,5 Bit/Voxel
Haar, M =2 3,34 Bit/Voxel
Haar, M =3 3,33 Bit/Voxel
lin. B-Spline, M =1 3,0 Bit/Voxel

lin. B-Spline, M = 2 2,91 Bit/Voxel
lin. B-Spline, M =3 2,90 Bit/Voxel
Shannon (FFT), M =1 | 3,1 Bit/Voxel
Shannon (FFT), M =2 | 2,94 Bit/Voxel
Shannon (FFT), M =3 | 2,93 Bit/Voxel

Tabelle 5.11: Entropie des Referenzdatensatzes vor- und nach der Wavelet-
Zerlegung.

Die Ergebnisse der Evaluierung mit dem Referenzdatensatz sind in Tabelle
dargestellt. Uberraschenderweise fithrte die Zerlegung mit dem biorthogo-
nalen linearen B-Spline-Wavelet zu besseren Ergebnissen als die Zerlegung mit
den orthonormalen Haar- und Shannon-Wavelets. Die Ursache konnte in der bes-
seren Représentation der statistischen Bindungen durch die dilatierten linearen
B-Spline Basisfunktionen zu suchen sein. Im Gegensatz zu den Basisfunktionen
des Haar-Wavelets, die auf jeder Auflosungsstufe nur die statistischen Bindun-
gen direkt ,,benachbartexﬁ“ Werte analysiert, werden durch die Basisfunktionen
des linearen B-Spline-Wavelets die Abhéngigkeiten zwischen 2 bzw. 5 ,benach-
barter* Werte analysiert. Hinzu kommt die Frage, inwieweit die Basisvektoren
den principal component-Vektoren (s. Seite des jeweiligen Subraums entspre-
chen; anscheinend kommen fiir den untersuchten medizinischen Datensatz die
hoheren B-Spline-Basisvektoren dem Ideal am néchsten. Dies deckt sich auch
mit Erfahrungen beziiglich des Sonderfalls M = 0, der B-Spline-Interpolation

4Benachbart in der jeweiligen Auflésungsstufe, s. Abschnitt
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(s. [Fel88b]): fiir die Représentation ,organischer Formen ergeben sich mit B-
Splines hoherer Ordnung (quadratisch /kubische B-Splines) bedeutend bessere Er-
gebnisse als bei Verwendung der B-Splines erster und zweiter Ordnung. Die Haar-
Skalierungsfunktion (N = 1) fithrt zu einer ,, Klotzchen“-artigen Interpolation (s.
Bild [5.14), das lineare B-Spline entspricht einer Polygoninterpolation.

Anhand der Histogramme kann auch der Grund présentiert werden, warum
die Volumendaten bzw. die Transformationskoeffizienten vor dem Rendern aus
der Matrixdarstellung heraus in Listen der relevanten Koeffizienten iibertragen
worden sind. Wie das Histogramm des nichtzerlegten Referenzdatensatzes in Ab-
bildung zeigt, sind die meisten Koeffizienten nahezu Null und brauchen
(Irrelevanzreduktion!) nicht weiter beriicksichtigt werden. Dies gilt um so mehr
fir die Detailkoeffizienten der Wavelet-Transformation; das in Abbildung
dargestellte Histogramm der Detailkoeffizienten aus dem Detailraum W17) der
einstufigen Haar-Waveletzerlegung des Referenzdatensatzes zeigt, das dort die
Nahezu-Null-Koeffizienten deutlich dominieren. Sowohl der progressive Renderer
als auch das Splatting-Verfahren erfuhren eine bedeutende Reduzierung der Re-
chenzeit (s. letzten Abschnitt) durch die Verwendung der Listendarstellung bzw.
der Ausblendung der irrelevanten Koeffizienten.

5.5 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit bestand in der Auswahl einer Représentation von Volumen-
daten in einer Form, welche zugleich kompakte Représentation und Basis einer
progressiven Projektion sein sollte, und der Umsetzung einer solchen den An-
forderungen interaktiver Anwendungen geniigenden progressiven Visualisierung.
In dem ersten Teil der theoretischen Einfiihrung wurde gezeigt, das sich von
den bekannten linearen Transformationen besonders die Wavelet-Transformation
zur Schaffung der gewiinschten Représentation anbietet. In dem darauf folgen-
den Teil wurde versucht, das zur Losung des Problems bendtigte Wissen aus
den verschiedenen Welten in eine einheitliche Darstellung zu bringen. Aus dem
Gebiet der klassischen Signalverarbeitung wurde das Wissen iiber die Datenkom-
primierung und der dort eher als Teilbandcodierung bekannten diskrete Wavelet-
Transformation eingebracht, welches mit der eher mathematischen Beschreibung
eines Signals als Uberlagerung gewichteter, verschobener und dilatierter Basis-
funktionen kombiniert worden ist. So konnten fiir Aussagen aus der Teilbandco-
dierung iiber die Filtereigenschaften Interpretationen aus der Betrachtungswei-
se der Signalexpansion gewonnen werden. Diese Zusammenfiihrung der sonst in
der Literatur meist getrennt behandelten Teilbandcodierung fiir die diskrete Si-
gnalverarbeitung und der Signalexpansion als kontinuierliche Représentation des
Volumendatensatzes durch Uberlagerung dreidimensionaler Basisfunktionen er-
brachte fiir mich personlich den Durchbruch zur Erarbeitung des verwendeten
Visualisierungsverfahrens. Anhand der in der Computergrafik bereits etablierten
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Visualisierungsverfahren konnte das im Abschnitt beschriebene Visualisie-
rungsverfahren entwickelt werden. Die mathematische Beschreibung der Verfah-
ren mit den Mitteln der Signalverarbeitung verschuf das fiir die Implementierung
notige Verstidndnis fiir das Verfahren und der damit verbundenen Probleme, so
daf} deren Ursache erkannt und behoben werden konnte.

Dariiber hinaus konnte mit der im Abschnitt erliuterten Technik zur
Kontraststeigerung die Aussagekraft der generierten Bilder erhoht werden. Fiir
diese Modifikation des urspriinglichen Verfahrens konnte ich in meinen Recher-
chen keine Erwahnung in der Literatur finden, so daf es sich eventuell um eine
vollig neue Technik handeln kénnte.

Die Evaluierung zeigte nicht nur den Erfolg der progressiven Visualisierung
—~besonders nach erfolgter Irrelevanzreduktion durch einfache Schwellwertsegmen-
tierung— sondern auch deren gewaltiges Potential fiir eine (verlustbehaftete) Da-
tenkompression. Die Evaluierungen von Qualitdt und Geschwindigkeit in Ab-
héngigkeit vom Wavelet-Typ, der Zerlegungstiefe und die Evaluierung der fiir
eine verlustlose Komprimierung wichtigen Redundanzreduktion sollen —wie die
gesamte Arbeit— Entscheidungsgrundlagen fiir zukiinftige Arbeiten auf diesem
noch jungen Gebiet geben. Auch aus diesem Grund wurde in den theoretischen
Ausarbeitungen darauf geachtet, die Beschrinkungen z.B. hinsichtlich der mit
dem gewdhltem Ansatz moglichen Visualisierungsverfahren herauszuarbeiten.

5.6 Ausblick

Fiir den Einsatz des implementierten Visualisierungsverfahrens in der Praxis bie-
tet sich die Kombination mit einem SPIHT-Coder an, zum einen wegen der ho-
hen Effizienz von SPIHT, zum anderen wegen der leichten Anbindung an die
Rendering-Klasse, die direkt mit den von SPTHT gelieferten Listen relevanter Ko-
effizienten arbeiten kann. Hervorgehoben werden sollte auch die Moglichkeit zur
Segmentierung der Koeffizienten im Bildbereich, die dieses Verfahren bietet. Die-
se Segmentierung kann fiir jede Detailstufe (und ggf. fiir alle Kombinationen der
Basisfunktionen) getrennt ausgefiihrt werden, nachdem die Stiitzpunkte auf die
Projektionsebene projiziert wurden. Durch die Anwendung von Gewichtungsmas-
ken konnten regional (bezogen auf die Projektionsebene!) die Approximations-
bzw. Detailkoeffizienten verstiirkt oder abgeschwiicht werden (s. Abbildung[5.18)).
Durch eine Verstarkung der Detailkoeffizienten wiirden Detailstrukturen starker
herausgearbeitet werden, durch eine Abschwéchung der Detailkoeffizienten kénn-
ten Details oder Storungen ,, wegretouchiert* werden. Sinnvoll wére eine Moglich-
keit zur interaktiven Manipulation der Gewichtungsmasken, die etwa mittels der
Maus ,,gemalt® werden konnten.

Ansétze zu weiteren Untersuchungen bietet die Frage, welche komplexeren
Beleuchtungsmodelle ebenfalls linear und somit mit dem demonstrierten progres-
siven Ansatz realisierbar sind. Insbesonders wire die Frage interessant, ob sich
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nicht einfache lokale Beleuchtungsmodelle (z.B. Phong, [Fel88b]) direkt in die
Berechnung der Splat{’| mittels des Fourierslicings integrieren lassen. Ein An-
satz fiir solche Verfahren kénnte die im Abschnitt beschriebene Technik zur
Kontrastverstirkung bieten. Beispielsweise konnte untersucht werden, ob nicht ei-
nige der Projektionen der ersten Ableitung aus den 7 Detailsubrdumen W mit
den Richtungskomponenten des gesuchten Gradientenvektors korrelieren. Meiner
Vermutung nach miifite der auf der Basis der (nach Gleichung [3.36| bzw. [3.36]
modifizierten) 3D-Waveletfunktion

f{%(l)} = jwz - Wolws) - jwy - Po(wy) - jw, - Po(w.) (5.15)

rekonstruierte Bildanteil der x-Komponente des Gradientenvektors entsprechen.
Entsprechend miifite

FLUP ) = o @o(wr) - juwy - Uolwy) - juos - Dolw.) (5.16)

die y-Komponente rekonstruieren. Wenn nicht jeder dieser Teilkomponenten der
Gradientenprojektion getrennt zuriicktransformiert werden soll, um die Berech-
nung der diffusen und spekularen Anteile nach dem Beleuchtungsmodell von
Phong im Ortsbereich durchzufiihren, miifite eine Beschreibung der Beleuchtungs-
gleichung im Frequenzbereich gefunden werden.

Die Darstellung von Volumendatensétze aus der Wavelet-Darstellung ist aber
nicht auf das im Abschnitt [3.1 beschriebene progressive Schema und damit auf li-
neare Projektionen beschrénkt; durch Objektraumverfahren wie das im Abschnitt
skizzierte Raytracing-Verfahren kénnen die auch sonst fiir das Raytracing
tiblichen (globalen) Beleuchtungsverfahren eingesetzt werden. Fiir diese Verfah-
ren wére auch eine Segmentierung der Koeffizienten im Objektraum nach der
Entfernung vom Betrachter denkbar. Detailkoeffizienten wiirden so nur in un-
mittelbarer Ndhe des Betrachters beriicksichtigt, weiter entfernte Teile wiirden
zunehmend nur aus den Approximationskoeffizienten rekonstruiert werden. Auf
diese Art und Weise konnte die Anzahl der zu beriicksichtigenden Koeffizienten
reduziert und damit die Berechnungszeit gesenkt werden, ohne das die Bilder un-
natiirlich erscheinen. Wenn die Wavelet-Basis eine ausreichende Glattheit besitzt,
wiirde sich eine Art von Tiefenschérfe-Effekt einstellen.

Ein weiterer interessanter Anfangspunkt fiir weitere Untersuchungen ist die
Ausnutzung der Zerlegung des Datensatzes in Approximation und Detailstufen
nicht nur fiir die Darstellung allein. So wéren andere Arten der Segmentierung
denkbar, die mittels géngiger Techniken Objektstrukturen in der Approximati-
on herausarbeiten. Zum einen wire so die zu analysierende Datenmenge klei-
ner, zum anderen konnte sich aus dem Wesen der Koeffizienten als Approxima-
tion schon Erleichterungen bei der Erkennung der gewiinschten Strukturen erge-
ben. Die zugehorigen Detailkoeffizienten ergeben sich aus den spatial orientation

5Projektionen der Basisfunktionen
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trees, die ihren Ursprung in den herausgearbeiteten Approximationskoeffizienten
haben. Sinnvoll kénnte auch die progressive Anwendung von bekannten Tech-
niken zur Gewinnung einer Oberflichenreprisentation (z.B. der marching cube-
Algorithmus, [Wat02]) sein, indem diese auf das schrittweise rekonstruierte Signal
angewandt werden. Aus den Approximationskoeffizienten koénnte eine Approxi-
mation fiir die Oberflache gefunden werden, die mit jedem Rekonstruktionsschritt
verfeinert wird.

Auch lineare Vergleichsverfahren wie die Kreuzkorrelation kénnten progressiv
angewandt werden, z.B. die (Kreuz-)Korrelation zwischen Volumendatensétzen.
Setzt man die Wavelet-Rekonstruktionsgleichung in den Korrelationsaus-
druck ein, so erhélt man

M

3

NE

(chs[n], oarn) + 3 (diln], Ymn) ) - (5.18)

1

3
I

Unter der Annahme einer orthonormalen Wavelet-Basis (!) 148t sich dieser Aus-
druck in

M

<zy > = ({chsln], yn]) @arn) + D ((dn], db[n])  dmn) (5.19)

m=1

umformen. Durch die schrittweise erfolgende Verfeinerung der Korrelation soll-
ten schlecht iibereinstimmende Volumendatensétze schon frith erkannt werden.
Einsatzgebiete fiir diese Technik wére die Suche nach vergleichbaren Volumenda-
tensétzen in grofen Bestanden oder das Finden von Objekten (in Form kleinerer
Volumendatensétze) in sehr grofien Volumendatensitzen. Allein die Korrelation
zwischen den Approximationskoeffizienten kénnte die oft auftauchende Frage der
Suche nach einem moglichst dhnlichen Datensatz beantworten helfen, wenn man
Ahnlichkeit als starke Korrelation der Approximationen definiert.
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Abbildung 5.2: Rekonstruktion eines 256 x 256 x 256-Volumendatensatzes aus
einer Zerlegung mit dem linearen B-Spline-Wavelets; links: Zerlegungstiefe 3,
rechts: Zerlegungstiefe 8. In der oberen Reihe ist die erste Approximation, in
der unteren Reihe die volle Rekonstruktion dargestellt.
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Abbildung 5.3: Rekonstruktion eines 128 x 128 x 128-Volumendatensatzes aus
einer Zerlegung mit dem Shannon-Wavelet; links: Zerlegungstiefe 1, rechts: Zer-
legungstiefe 4. In der oberen Reihe ist die erste Approximation, in der unteren
Reihe die volle Rekonstruktion dargestellt.
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Abbildung 5.4: Rekonstruktion aus einer 5-stufigen Haarwaveletzerlegung.
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Abbildung 5.5: Zweistufige Haar-Waveletrekonstruktion.

Abbildung 5.6: Zweistufige lineares B-Spline-Waveletrekonstruktion.

Abbildung 5.7: Zweistufige Shannon (FFT)-Waveletrekonstruktion.
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Abbildung 5.8: Zweistufige Shannon (DCT)-Waveletrekonstruktion.

Abbildung 5.9: Zweistufige Shannon (Falt.)-Waveletrekonstruktion.
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Abbildung 5.10: Ergebnisse der Wavelet-Evaluierung. Jeder Knoten auf den Kur-
ven stellt eine rekonstruierte Detailstufe dar.

Riidiger Knorig 115
178769



5.6. AUSBLICK KAPITEL 5. EVALUIERUNG

Abbildung 5.11: Endresultate der Rekonstruktion aus einer zweistufigen Zerle-
gung (¢ = 0.1). Von links oben nach rechts unten: Referenzbild, Haarwavelet, li-
neares B-Splinewavelet, Shannonwavelet-Implementierungen FFT, DCT und Fal-
tung im Ortsbereich.
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Abbildung 5.12: Differenzen der Rekonstruktion aus den zweistufigen Zerle-
gung zum Referenzbild. Das Differenzsignal wurde optimal auf die 256 zur
Verfiigung stehenden Graustufen quantisiert und ist deshalb nicht maflstabsge-
recht. Von links oben nach rechts unten: Haarwavelet, lineares B-Splinewavelet,
Shannonwavelet-Implementierungen FFT, DCT und Faltung im Ortsbereich.
Rechts unten: Ergebnis eines vertikalen Sobel-Filters auf das Referenzbild.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Auswirkung einer Schwellwertsegmentierung auf
die Koeffizienten einer dreistufigen Waveletzerlegung (links) und auf die nicht-
zerlegten Volumendaten (per Splatting dargestellt). Von oben nach unten: ¢ =
0.1, 0.5, 0.9, entsprechende Anteile an Wavelet-Koeffizienten: 3.466%, 1.1953%,

0.488%, 0.263%.
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Abbildung 5.14: Rekonstruktion des MRBrain-Datensatzes aus einer fiinfstu-
figen Haarwaveletzerlegung. Deutlich erkennbar sind die wiirfelférmigen Haar-
Skalierungsfunktionen in den unteren Detailstufen.
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Abbildung 5.15: Einflul des Schwellwertes.
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Abbildung 5.16: Histogramm des Referenzdatensatzes.
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Abbildung 5.17: Histogramm des Detailunterraums Wg) des Referenzdatensatzes
nach einer einstufigen Haar-Waveletzerlegung

Abbildung 5.18: Segmentierung der projizierten Stiitzpunkte im Bildraum. Im
oberen markierten Ausschnitt wurden die Approximationskoeffizienten unter-
driickt, im unteren Bildausschnitt die Detailkoeffizienten.
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Anhang A

Definitionen und Bewelse

A.1 Definitionen

Definition A.1.1 (HEISENBERGsche Unschérferelation der Nachrich-
tentechnik). Das Produkt von aus ortlicher Auflosung At und Auflésung im
Frequenzbereich (Bandbreite) Af ist stets grofler als

At-Af > l4r. (A.1)

Die ortliche Auflésung ist (s. [Bau02]) als Wurzel des 2. normierten zentralen
Moments der Energiedichte

At = /_OO (t—t,)% |“"gj‘2 dt (A.2)

[e.9]

definiert, wobei ¢, das 1. normierten Moments der Energiedichte bzw. der ,, Schwer-
punkt* von |z(t)|? ist

txzw:/mt- ‘xgj‘2dt. (A.3)

e}

Analog kann die Auflésung im Frequenzbereich als Wurzel des 2. normierten
zentralen Moments des Energiedichtespektrums

2 |X(j27Tf)|2

m (A4)

af=[ (-1

mit f, als 1. normierten Moments der Energiedichte bzw. Mittenfrequenz von
X ()|

- X(g2nf, X(j2m o o 2
f$:<f (j2mf, X (J f>:/_ g AXG2TIT e s

E, E,
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Definition A.1.2 (Lineare Transformationen). Eine Transformation .4 von
einem Vektorraum V in einen Vektorraum V'’ wird linear genannt, wenn fiir
beliebige Vektoren #; € V und o; € R

A{Zai-fl} = ZaiA{:Ei} (A.6)

gilt. Aus Gleichung folgt, daf} die Reihenfolge der Anwendung eines linearen
Operators mit den Operationen Addition und Skalierung mit reellen Argumenten
vertauscht werden kann. Es kann weiterhin gezeigt werden ([KHGS86], dafl lineare
Transformationen auch untereinander in ihrer Ausfithrungsreihenfolge vertauscht
werden konnen.

Definition A.1.3 (Statistische Unabhingigkeit). Zwei Ereignisse A und B
sind statistisch unabhéngig, wenn

P(A|B)=P(A) (A.7)
erfiillt ist. Fiir die Verbundwahrscheinlichkeit gilt dann
P(ANnB)=P(A)-P(B) (A.8)

Definition A.1.4 (Axonometrische Projektion). Eine axonometrische Pro-
jektion ist eine orthogonale Parallelprojektion (s. , bei der die Projektions-
ebene —im Gegensatz zu den Grundrifiprojektionen— auf keiner der Hauptachsen
normal steht.

Definition A.1.5 (Orthogonale Parallelprojektion). Das kennzeichnende
Merkmal einer Parallelprojektion (s. [Fel88b]) ist die Parallelitat der Projekti-
onsstrahlen. So treten keine perspektivischen Verzerrungen auf. Eine orthogonale
Parallelprojektion bedingt dariiber hinaus, daf§ die Projektionsstrahlen senkrecht
auf der Projektionsebene auftreffen (s. Abbildung .

A.2 Beweise

Definition A.2.1 (Faltung als inneres Produkt/Korrelation mit Para-
meterinversion). Die (Kreuz-)Korrelation stellt ein inneres Produkt

Ty (t) = (2(7),y(t + 7)) (A.9)
— [ s +ryar (A10)
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Projektionsebene
Abbildung A.1: Schema einer orthonormale Parallelprojektion.

dar. Nach der Substitution a« =t +7 & 7 = a — t, da = d7 ergibt sich das
Faltungsintegral

Tay(t) = /00 r(a—1) - y(a)da (A.11)
= x(t) * y(t) (A.12)

welches aber gleichzeitig auch der Korrelation

Tay(t) = ry(—1) (A13)
entspricht. (Kommutativgesetz der Kreuzkorrelation).

Definition A.2.2 (Skalierungstheorem der Fouriertransformation).
Aus

FA{u(at)} = / u(at) - e ¥ dt (A.14)
folgt nach Substitution
d
T=atet=—, dt=". (A.15)
a o
Fiir a > 0 ergibt sich das neue Integrationsintervall zu 7(—o00) = —o0, 7(00) = 00
und damit
1 [~ oz
F{u(at)} = ~ / u(r) - % dr (A.16)
« —0o0
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fir a < 0 ergibt sich mit 7(—o00) = 00, 7(00) = —0c0
1 [ .
F{u(at)} = ~ / u(r) - % dr (A17)
« o
1 & s T
S / u(r) - e o dr. (A.18)
a —0oQ
Aus der Vereinigung dieser beiden Sonderfille ergibt sich schlieflich
= F{ulat)} = m/ u(r) - e s dr (A.19)
125
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Anhang B

Quellcode-Beispiele

B.1 Lineares B-Spline Wavelet

Dieser Abschnitt beinhaltet Octave/Matlab-Skripte zur Durchfithrung einer ein-
dimensionalen, einstufigen Wavelet-Zerlegung und Rekonstruktion auf der Basis
des im Abschnitt vorgestellten linearen B-Spline Wavelets.

B.1.1 Transformation.

function [y]=OneLevelTransform (x)
N=length (x);
Nh=N/2;
y=zeros (1,N);
h0=[—-0.125,0.25,0.75,0.25,—0.125]xsqrt (2);
hl1=[-0.5,1,-0.5]/sqrt (2);
first_index_lp=-—2;
first_index_hp=-2;

n=0;
for idx=1:Nh
tp=0;

for k=0:length (h0)—1
index=n—(k+first_index_1p );
# symmetrisch zu 0
#inder = (N—1)—abs(abs(mod(index,(2+%(N—1))))—(N—1));
# symmetrisch zu —0.5
#inder=symext (index ,N);
# zero—extension
#if inder < 0 || index >= N; continue; end;
index=mod (index+N,N);
tp = tp + hO(k+1)*x(index+1);
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end

hp=0;

for k=0:length(hl)—1
index=n—(k+first_index_hp);
# inder=symext (index ,N);
# index = (N—1)—abs(abs(mod(index,(2%(N—1))))—(N—1));
# if index < 0 || index >= N; continue; end;
index=mod (index+N,N);
hp = hp + hl(k+1)*x(index+1);

end

y(idx)=tp;

y (idx+Nh)=hp;

n=n-+2;

end
end

Das folgende Skript fithrt die Indextransformation fiir die symmetrische Erwei-
terung zum Symmetriepunkt —0.5 durch:

function [y|=symext (1 ,N)
l=mod ( 14N, 2%N);
if 1 >=N
1=1-N;
else
1=N—-1-1;
end;
y=1;
end ;

B.1.2 Inverse Transformation im Zeitbereich

Mit diesem Skript wird die inverse Transformation durch Faltung im Zeitbereich
durchgefiihrt.

function [y]=OneLevellnvTransform (x)
N=length (x);
Nh=N/2;
y=zeros (1,N);
gl=[—0.125,-0.25,0.75,—0.25, —0.125]xsqrt (2);
g0=[0.5,1,0.5]/sqrt(2);
first _index_lp=—1;
first_index_hp=-3;
n=0;
for idx=1:Nh
for k=0:length(g0)—1
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index=n—(k+first_index_lp );

#indexr = (N—1)—abs(abs(mod(index,(2x(N—1))))—(N—1));
#inder=symext (index ,N);

#if inder < 0 || indexr >= N; continue; end;
index=abs(mod(index ,N));

y(index+1)=y(index+1)+g0 (k+1)*x(idx );
end
for k=0:length(gl)—1
index=n—(k+first_index_hp);

#inder = (N—1)—abs(abs(mod(index,(2+%(N—1))))—(N—1));
#inder=symext (index ,N);

#if indexr < 0 || index >= N; continue; end;
index=abs(mod(index ,N));

y(index+1) = y(index+1) + gl (k+1)*x(idx+Nh);
end
n=n-+2;
end
end

B.1.3 Inverse Transformation im Frequenzbereich

function [y|=OnelLevellnvTransformFFT (x)
N=length (x);
Nh=N/2;
y=0;
dilation = 2.0;
faktor = sqrt(dilation);
Ipbuffer=zeros(1,N);
hpbuffer=zeros(1,N);
# upsampling
for k=0:Nh—1
Ipbuffer (2xk+1)=x(k+1);
hpbuffer (2+k+1)=x(k+Nh+1);
end
Ipbuffer=fftshift (fft (Ipbuffer));
hpbuffer=fftshift (fft (hpbuffer));
w=-pi;

dw=2xpi/N;
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# perform inverse transformation in fourier space

for k=1:N
Ipbuffer (k) = Ipbuffer (k)«faktor«Phi(dilation*w);
hpbuffer (k) = hpbuffer (k)xfaktor*Psi(dilationsw);
w=w + dw;

end

y=ifft (fftshift (lpbuffer));

y=y+ifft (fftshift (hpbuffer));

end

Diese Funktion repréisentiert die Fouriertransformierte der Skalierungsfunktion
(Achtung: die sinc-Funktion von Octave ist definiert als sin(mt)/r.¢).

function [y|=Phi(w)

y=(sinc (w/(2+pi)) " 2);
end

Die entsprechende Fouriertransformierte der Waveletfunktion wird durch die fol-
gende Funktion bereitgestellt

function [y]|=Psi(w)
y=sqrt (2)%9.0/8.0x*((sinc (w*0.25/pi)"2)—(sinc(wx0.75/pi)" 2));
y=y*exp(—0.5%i%w);

end

B.2 Entropieberechnung

Das folgende Skript berechnet die Gesamtentropie aus den von cubetransform
erstellten Histogrammen. Zu iibergeben sind der Name des Volumendatensatzes,
die Groe, der Name der Wavelet-Klasse und die Zerlegungstiefe.

function [H|=HistEntropie(volsetname N, waveletname ,M)
# function [H]=HistEntropie (volsetname ,N, waveletname ,M)
Ne=N/(2"M);
weight = 1/(27(3«M));
names="LH" ;

% bestimme den Dateinamen des Histogramms

% mit den Approximationskoeffizienten

filename = sprintf("%s[0..%d],[0..%d],[0..%d]\

cee%osLLL _Level%ddoubleHostEndian . hist” | volsetname ,\

Nc,Ne,Ne, waveletname ;M)

fid=fopen (filename ,”r”);

% Einlesen des Histogramms

p=fscanf(fid ,”%f” ,[3,Inf]);

fclose (fid);

% Berechnung der Teilentropie
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H=weightxEntropie(p(2,:));
% entsprechend fuer die Detailsubraeume
for m=M: —1:1
for z=1:2
for y=1:2
for x=1:2
% ueberspringe c¢_0
if z==1&& y==1 && x==
continue ;
end;

filename = sprintf("%s[%d..%d],[%d..%d],\
uuuuuuuuuu [%d..%d])%s%s%s%s%ddoubleHost Endian . hist” |\
volsetname , (x—1)*Nc,x*Nc, (y—1)*Nc, y*Nc,\
(z—1)xNc, z+*Nc, waveletname ,names (x) ,names(y),\
names (z ) ,m)
fid=fopen(filename ,” 1”7 );
p=fscanf(fid ,”%f” ,[3,Inf]);
fclose (fid);
H=H+weight«Entropie(p(2,:));
end ;
end;
end ;
Nc=Nc*2;
weight=weight x8;
end;
end;

Fiir die Berechnung bzw. Schétzung der Entropie aus dem Histogrammen wird
die folgende Hilfsfunktion verwendet

function [H]=Entropie(px)
H=0;
for k=1:length (px)
if abs(px(k)) > 0
H =H+ —log2(px(k))*px(k);
end;
end;
end ;
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